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Вступ 

У зв’язку зі стрімким розвитком такої галузі науки та техніки як фотоніка в останні де-

сятиріччя (приблизно з 90-х років ХХ сторіччя) науковий інтерес до оптичного діапазону 

електромагнітного випромінювання продовжує зберігати актуальність [1]. Разом з тим акту-

альність зберігає й задача про розсіяння електромагнітних хвиль (дифракційна задача) на  

таких об’єктах як фотонні кристали. Наявність заборонених та дозволених зон в параметрах 

дифракційних процесів на цих кристалічних структурах є одним з основних феноменів,  

завдяки яким останні здебільше й зарекомендували своє практичне застосування [2, 3]. 

У роботі проводиться аналіз розсіювальних характеристик двошарової фотонно-

кристалічної структури на предмет світлового відгуку, кількісне розуміння яких пов'язується 

з розв’язанням скалярного хвилевого рівняння для даного кристала (далі, вихідне хвильове 

рівняння). А саме, йдеться про розсіяння плоскої монохроматичної ТЕ-поляризованої елект-

ромагнітної хвилі на одновимірному фотонному кристалі з періодом  . Таке хвильове рів-

няння є лінійним диференціальним рівнянням 2-го порядку з частковими похідними та може 

розв’язуватись методом розділення змінних [4]. Для структур, які розглядаються, зазначений 

метод розділення змінних дозволяє отримати розв’язок хвильового рівняння, який у такому 

разі виявляється рівнянням з кусково-сталими періодичними коефіцієнтами (точніше, період 

коефіцієнтів дорівнює періоду кристала), у явному вигляді [5]. 

Завдяки можливості отримати розв’язки хвильових рівнянь для шаруватих середовищ у 

явному вигляді, вивчення процесів дифракції у цих середовищах виводиться на якісно вищий 

рівень. Як наслідок, є багато літератури та періодики, присвяченої саме розповсюдженню 

хвиль у шаруватих середовищах. З іншого боку, змога керувати зональним розподілом в  

параметрах дифракційних процесів, сполучаючи різні матеріали та варіюючи геометричними 

параметрами структури, відкриває шляхи до всілякого різноманітного практичного застосу-

вання шаруватих періодичних структур. Отже, розв’язки хвильового рівняння у явному  

вигляді плюс практичне застосування шаруватих періодичних структур створює широке  

поле діяльності для інженерів-дослідників різних кваліфікацій та напрямів.  

Із загальної теорії рівнянь з частковими похідними відомо, що розв’язання хвильового 

рівняння методом розділення змінних в ортогональних координатах приводить до проблеми 

Штурма–Ліувілля (проблеми про побудову повної ортогональної системи функцій, кожний 

елемент якої задовольняє деякому лінійному диференціальному рівнянню 2-го порядку), яка 

в свою чергу може розв’язуватися як спектральна проблема (на власні числа та власні функ-

ції) для лінійного диференціального оператора 2-го порядку. Так формулюється абстрактна 

постановка проблеми. При розв’язанні окремих рівнянь маємо свою конкретику щодо особ-

ливостей забезпечення умов розв’язності проблеми Штурма–Ліувілля. Звернемо увагу на од-

ну із найбільш важливих з практичної точки зору умов розв’язності цієї проблеми – умову 

про самоспряженість диференціального оператора, необхідність у забезпеченні якої поро-

джує задачу про виділення простору самоспряженності. Нехай          – спектральне  

рівняння у проблемі Штурма–Ліувілля,   – лінійний диференціальний оператор 2-го порядку, 

  – спектральний параметр, просторова змінна. Із загальної теорії відомо, що функції  , які 

задані на проміжку   ,    та задовольняють умові            ,        (  – комплексне чи-

сло) можуть послужити основою для виділення простору самоспряженості лінійного дифе-

ренціального оператора 2-го порядку. Справді, якщо висловитись загалом, то за визначенням 

самоспряженого оператора маємо    ,       ,    , для будь-яких функцій  ,    
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(  – лінійний диференціальний оператор,   ,     – скалярний добуток), тобто маємо інтегра-

льне перетворення з деякими кінцевими або некінцевими границями інтегрування (рівняння 

у часткових похідних розв’язуються у гільбертових просторах з інтегральним скалярним до-

бутком, таких як простір Лебега, Соболєва, Безиковича) [4, 6 – 8]. 

Таким чином, спираючись на самі загальні міркування вирисовується зрозумілий зв’язок 

між границями інтегрування та границями проміжку визначення функцій. Отож, якою б не 

була методика забезпечення умови самоспряженості    ,       ,    , досліднику доводить-

ся враховувати границі інтегрування (оскільки інтеграл залежить від границь інтегрування). 

Звідки передбачається висновок про те, що для кінцевих проміжків граничні точки відігра-

ють значну роль у забезпеченні умови самоспряженності (якщо граничні точки збігаються з 

границями інтегрування). Проте, хвильове рівняння для одновимірного фотонного кристала 

(вихідне хвильове рівняння) розв’язується на необмеженому проміжку    ,    , тому 

справедливо виникає питання про те, як забезпечити умову самоспряженності на проміжку, 

що немає граничних точок. Подолати такий перепон дозволяє метод матриці перенесення, 

який може використовуватися для диференціальних рівнянь з періодичними коефіцієнтами 

(Transfer matrix method, докладно описується, наприклад, у [5]). Суть методу ґрунтується на 

побудові лінійного оператора  , що діє у двовимірному просторі розв’язків (площині 

розв’язків) спектрального рівняння          та розв’язку        ставить у відповідність 

розв’язок     :                ,   – період ,       ,     незалежна просторова змінна 

(лінійність перевіряється безпосередньо зо визначенням). Оскільки, у кінцевовимірних прос-

торах лінійний оператор однозначно задається деякою матрицею, то   є квадратна матриця 

розміром     (тобто оператор   ототожнюється з матрицею) [5]. 

Отже, можливість говорити про управління фотонними забороненими зонами щораз  

більше підживлює інтерес багатьох фахівців різних наукових галузей до глибшого та різно-

бічно досліджування дифракційних процесів у кристалах (управління відбувається за раху-

нок зміни геометричних та матеріальних параметрів кристала). Кількісне розуміння характе-

ру виникнення заборонених та дозволених зон, як відомо, дає дисперсійне рівняння – рівнян-

ня, що пов’язує параметри дифракційної задачі з умовами розв’язності проблеми Штурма–

Ліувілля. В роботах [10, 11] розвивалася думка, що властивості функції   як функції спект-

рального параметра   визначає характер поведінки дисперсійного рівняння. Тут є аналогія з 

напівпровідниковими матеріалами – матеріалами, які при одних якостях електромагнітного 

випромінювання діють як провідники, а при інших – як діелектрики. 

Огляд 

Інтерес до функції  , як функції спектрального параметра  , зберігається вже у декіль-

кох роботах, що були опубліковані раніше [9 – 12] та може пов’язуватися з прагненням  

розуміти властивості складових членів дисперсійного рівняння. Як зазначалося у поперед-

ньому розділі, специфіка розв’язання вихідного хвильового рівняння на необмеженому про-

міжку    ,    виражається, зокрема, у тому, що такий проміжок немає граничних точок: 

специфіка виявляється у методиці виділення простору само спряженості. Взагалі кажучи,  

виділення простору самоспряженості диференціального оператора   (необхідна складова 

умова розв’язності проблеми Штурма–Ліувілля – є відомою задачею в загальній теорії  

рівнянь з частковими похідними та відповідно до відомих підходів до її вирішення). Враху-

вати умову самоспряженості для рівнянь з періодичними коефіцієнтами, якими є вихідне 

хвильове та спектральне рівняння, може допомогти метод матриці перенесення (Transfer 

matrix method, докладно описується, наприклад, у [5]). 

Нехай   – матриця перенесення:                . Поряд з проблемою Штурма–

Ліувілля сам метод матриці перенесення передбачає підняття й ще однієї спектральної про-

блеми зі спектральним параметром, залежним від спектрального параметра проблеми  

Штурма–Ліувілля:       ,      ,       – спектральний параметр. Тобто спектральної 

проблеми для квадратної матриці   розміром     . З базової лінійної алгебри відомо, що 
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невироджена квадратна матриця розміром     має не більш ніж 2-а власних числа   ,   , 

яким відповідають власні функції    ,    . Отже, якщо вдається побудувати невироджену 

матрицю перенесення    для будь-якого  , то маємо наступну тотожність: 

  ,    , 
          ,      ,         (1) 

Ця тотожність виконується для будь-якого  , проте, не для будь-якого   виконується  

рівність   ,   , 
        . Більше того, теоретично передбачається, що при виконанні всіх умов 

розв’язності проблеми Штурма–Ліувілля існує лише дискретна послідовність значень спект-

рального параметра   , така що   ,   , 
         (причому,    немає точок згущення:       . 

Таким чином, накладаючи умову   ,   , 
         на тотожність (1), отримуємо наступне скаляр-

не рівняння відносно параметра  :  

                 ,     
                      ,         ,      ,        (2) 

(вибір власного числа    або    не є принциповим,       ). Таке рівняння виконує сполу-

чувану роль між умовами розв’язності проблеми Штурма–Ліувілля та параметрами вихідної 

дифракційної задачі та являє собою дисперсійне рівняння одновимірного фотонного криста-

ла у загальному вигляді. З останнього перетворення видно, що функція   є основним складо-

вим членом рівняння, тому розумно припускатись думки, що поведінка цього рівняння  

здебільше залежатиме від  . 

Дослідження дисперсійного рівняння для одновимірного фононного кристала проводи-

лась багатьма авторами [13 – 17]. Однак ці дослідження здебільше були чисельними та пе-

редбачали перехід до конкретних складових членів функції   розв’язку спектрального рів-

няння у проблемі Штурма–Ліувілля: нормалізовану систему фундаментальних розв’язків з 

фіксованою точкою нормалізації, вибір системи координат, вибір точки відліку (точка відлі-

ку знаходиться на межі розподілу шарів кристала або усередині). На противагу цьому автори 

орієнтуються на виявлення загальних властивостей, оскільки окремі складові члени, виявля-

ючи ті чи інші властивості, не обов’язково виявляють властивості самого об’єкту, який від-

повідно утворений цими членами (принцип емерджентної). Авторам роботи видається важ-

ливим продовжувати вдаватися до спроб зрозуміти загальні властивості дисперсійного рів-

няння одновимірного фотонного кристала шляхом вивчення поведінки функції   як функції 

спектрального параметра  . У роботах [9–12] було з’ясовано, що перша похідна від   за спе-

ктральним параметром представляється лінійно через саму функцію та свою похідну, але за 

просторовою змінною. Цей результат наводить на думку про ідентичний характер представ-

лення й другої похідної. В свою чергу, змога мати два лінійних представлення дає можли-

вість записати лінійне однорідне диференціальне рівняння 2-го порядку відносно функції   

та сподіватися на подальшу піддатливість до вивчення.  

Перша похідна    відшукується як розв’язок наступного лінійного неоднорідного дифе-

ренціального рівняння 2-го порядку [9–12] (рівняння отримується шляхом взяття похідної 

від спектрального рівняння за спектральним параметром:                      
     ): 

 
 

 
     

  
 

 
    

 

 
 ,,      (3) 

тут        – шукана функція. Розв’язок (точніше, частковий розв’язок) такого рівняння на 

кінцевому проміжку   
 
  ,  

 
  записується у наступному вигляді 

 
 
  

 

 
       ,       (4) 
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де функція   обертається в нуль на межі розподілу середовищ:    
 
 
 
    (цією вимогою  

забезпечується неперервність розв’язку  
 
, оскільки похідна    може потерпати стрибок [10, 

11]),    
- 
 

2

  ,   – розв’язок рівняння: 

 
 

 
      

  
 

 
   

 

 
        (5) 

Це рівняння являє собою лінійне неоднорідне рівняння з кусково-сталою правою части-

ною та може розв’язуватися методом варіації [18]. Цікавим, на думку авторів, є рівняння, яке 

отримується шляхом диференціювання останнього за спектральним параметром   (питання 

щодо існування мішаних похідних обговорювалися у роботах [8, 9]): 

 
 

 
       

  
 

 
       

 

 
   

 

 
    

 

 
       

  
 

 
           

 

 
    (6) 

Загальним методом розв’язання як рівняння (3), так й новозаписаного рівняння, вважа-

ється метод варіації [18]. Проте отримати розв’язок цим методом у прийнятному вигляді, 

схоже, не вдається: не вдається отримати вільне від знаку інтеграла перетворення. Як й у  

випадку з першою похідною, коли було отримано розв’язок неоднорідного рівняння (3) [10], 

тут справедливо також говорити про неочікуваний неочевидний оригінальний результат.  

Таке рівняння виникало на шляху до спроби виразити другу похідну від функції   за спект-

ральним параметром  . 

Друга похідна     відшукується як розв’язок лінійного неоднорідного диференціального 

рівняння 2-го порядку [11] (рівняння отримується шляхом взяття другої похідної від спект-

рального рівняння за спектральним параметром:                          

                            ,                      – інваріантність поряд-

ку дії оператору та взяття похідної пов’язана з відсутністю залежності від спектрального  

параметра у коефіцієнтах оператору): 

 
 

 
       

  
 

 
   

 

 
     

  
 

 
    

 

 
   

 

 
  

 

 
  ,   (7) 

тут        – шукана функція. 

Нехай                   , де  ,  ,  ,   – деякі функції (підкреслимо, що коефіцієн-

ти  ,   обертається в нуль на межі розподілу середовищ й, таким чином, забезпечують непе-

рервність [10, 11], шуканого розв’язку  . За принципом невизначених коефіцієнтів ця підс-

тановка приводить до системи 2-х лінійних неоднорідних диференціальних рівнянь 2-го  

порядку відносно функцій   ,    (функції  ,   виключаються), що й було показано у [12]:  

 
 
 

 
    

 

 
    

  
 

 
   

   
 

 
    

 

 
    

  
 

 
  

 

  
 

 

  
 

 

    

Або, у векторно-матричній формі остання система записується:  

 
 
 
 

 

  

 

 
 

 
 

 

 

 

  
  
  
 

.

 
 
 
 
.

 
 

 
 

   

 

 
 
 

  
  
 

 

 
  
  
  

 

 
 
 
 
 , 

де                                     
   
 

 
 
 

  
  
 

 

  
   
 

 
 
 

  
  
  

   
 

 
 
 

  
  
   

  
  

   
    



  ISSN 0485-8972    Radiotekhnika No. 219 (2024) 

eISSN 2786-5525  

108 

Отже, маємо матричне рівняння 
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тут  
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 , 

  – шукана матриця. Приходимо до матричного неоднорідного рівняння, яке розв’язується 

методом варіації. За аналогією зі скалярним рівнянням останнє має два матричні (фундамен-

тальні) розв’язки. Безпосередньою підстановкою переконуємось, що такі розв’язки матимуть 

вигляд 
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За методом варіації розв’язок будемо відшукувати у вигляді             , де 

        ,          – матриці. Запишемо похідні та послідовно підставимо у рівняння 

(10):  
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За методом варіації припускаємо, що              , тоді  
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Тут важливо зауважити, що матриці   ,    виявляються перестановочними, що істотно 

спрощує перетворення у методі варіації (перевіряється безпосереднім перемноженням).  

Використання методу варіації допомогло побачити неочевидний зв'язок між рівнянням, що 

виникає у проміжних викладах при підстановці                    та рівнянням, яке 

маємо шляхом взяття похідної за спектральним параметром від рівняння (5). А також зрозу-

мілим стає походження функцій  . За методом варіації шукані матричні функції    ,      

знаходяться як розв’язок наступної матричної системи рівнянь: 

 

             

   
 

 
       

 

 
     

    

Звідки записуємо, 

       
             

 

 
  
           

 

 
            

 

 
  
        

 

 
         

     
 

 
  
          

 

 
     

                  
 

 
      

 

 
   

  

              

Аналогічно          ,         
 

 
      

 

 
     

Основна частина 

У роботах [10, 11] відмічалось, що змога мати два лінійних представлення дає можли-

вість записати лінійне рівняння відносно функції  . Автори цієї роботи продовжують працю-

вати над питанням щодо змоги лінійно представити другу похідну від функції   за спектра-
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льним параметром  , тобто представити аналогічно вигляду першої похідної за формулою 

(4).  

Робота [12] присвячена пошуку другої похідної – це перша робота з авторських трудів з 

визначення другої похідної від розв’язку спектрального рівняння за спектральним парамет-

ром. У роботі розвивалася думка, що розв’язок рівняння (7) може відшукуватися у вигляді 

лінійного представлення через сам розв’язок та свою похідну, але за просторовою змінною. 

По суті ця думка є спробою провести аналогію між розв’язанням рівнянням (4) та рівнянням 

(6), тобто аналогію з методикою пошуків першої похідної. Один з основних висновків того-

часних досліджень довелося зробити не на користь змоги побачити пряму аналогію. 

Втім, подальші дослідження та результати цієї роботи, з одного боку, вигляд запропоно-

ваної у роботі [12] підстановки передбачається безпосереднім взяттям похідної від представ-

лення (5). А з іншого боку, було показано, що застосування підстановки приводить до  

матричного рівняння (10). Застосування методу варіації до такого матричного рівняння (10) 

показало нагоду відшукати розв’язок у вигляді          , а разом із тим – переосмислити 

висновок про можливість визначення функцій  ,   . Виявилось, що рівняння, яке виникає у 

проміжних викладах при здійсненні підстановки для   є не чим іншим, як похідною від  

рівняння (5) за спектральним параметром. Це спостереження не є очевидним, оскільки  

універсальний метод варіації не дає змоги прийти до цього висновку. 

Здійснюючи підстановку (4) у правій частині рівняння (5), виключаємо член   :  
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зводимо доданки при функціях  ,   : 
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приходимо до наступного лінійного неоднорідного диференціального рівняння 2-го порядку 

для знаходження другої похідної: 

 
 

 
     

  
 

 
          

 

 
     

 

 
    

Далі, опускаючи деякі проміжні виклади, за принципом невизначених коефіцієнтів, розв’язок 

останнього рівняння будемо шукати у вигляді           (аналогія з пошуками першої 

похідної), 

       
 

 
    

  
 

 
              

 

 
     

Переходимо до системи двох рівнянь відносно функцій  ,  : 
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Звідки записуємо  
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Підставляємо в інше рівняння системи:  

 
 

 
   

 

 
    

  
 

 
      

 

 
         

 

 
        

 

 
    

  
 

 
            

 

 
    

Врешті маємо рівняння ідентичне рівнянню, що отримується шляхом взяття похідної за 

спектральним параметром від (5). Останнє рівняння отримувалось у проміжних викладах у 
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роботі [12], де зазначалося, що таке рівняння не є істотним спрощенням відправного рівнян-

ня (9), і тому не зрозуміло як розв’язується. Втім, це рівняння являє собою похідну від (5) й 

тому частковим розв’язком є функція      . Тож, маємо: 

   
 

 
            

 

 
                   

 

 
 
 

      

Далі виключимо з двох лінійних представлень відповідно для першої й другої похідної 

член   : 
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Наостанок, записуємо 

 
  

 
 

 

   
 

 
        

 

 
        

Таким чином, отримане лінійне однорідне диференціальне рівняння відносно функції   

як функції спектрального параметра  . Функція   є такою ж функцією як у представлені для 

першої похідної. На думку авторів, таке рівняння може в перспективі допомогти виявити  

загальні властивості функції   та дисперсійного рівняння (2).  

Висновки 

У рамках представленої роботи продовжуються здійснюватися спроби кількісно вивчати 

функцію   – розв’язок спектрального рівняння у проблемі Штурма–Ліувілля для одновимір-

ного двошарового фотонного кристала – залежно від спектрального параметра. Автори тор-

каються питання про можливість лінійно представити другу похідну за спектральним пара-

метром через сам розв’язок та свою похідну, але за просторовою змінною.  

Приміром, одна з проблем, що виникають при розв’язанні дисперсійного рівняння від-

носно спектрального параметра, пов’язана з феноменом близько дистанційованих коренів 

(при знаходженні власних чисел та відповідних власних функцій). Це об’єктивно існуюча 

проблема виявляється у досить об’ємних та часових затратах при застосуванні ЕОМ. Алго-

ритмічно реалізація чисельного пошуку коренів передбачає процедуру локалізації цих  

коренів, саме ця процедура й потребує затрат у часі. Розвиток альтернативних підходів до 

вивчення дисперсійного рівняння може дозволити у перспективі подивитися під іншими  

кутами на саме рівняння та відповідно на проблематику, пов’язану з обчисленням та локалі-

зацію коренів. 

Виявлена ідентичність проміжного викладу при застосуванні підстановки (запропонова-

ної у [12]), яка дає матричне рівняння та рівняння, що отримане шляхом взяття похідної від 

(5). У роботі зауважується, що такі нечисельні дослідження у перспективі можуть послужити 

виявленню неописаних раніше властивостей дисперсійного рівняння, зачіпаючи й проблема-

тику знаходження коренів. До оригінального результату цієї роботи слід віднести представ-

лення, отримане для другої похідної у вигляді лінійного відношення самої функції та своєї 
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похідної. Говорити про значний поступ у напрямку формування альтернативних поглядів на 

дисперсійне рівняння станом натепер фактично не доводиться, проте апарат похідної відіграє 

важливу роль у дослідженні будь-яких функціональних залежностей. З огляду на це, розви-

вати погляд на дисперсійне рівняння через розв’язок спектрального рівняння, як головного 

члена, видається авторам важливим елементом дослідження.  

У роботі виписується лінійне однорідне диференціальне рівняння 2-го порядку для 

розв’язку спектрального рівняння відносно спектрального параметра, а також констатується 

відносне неускладнення коефіцієнтів цього рівняння. 
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