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ЗАСТОСУВАННЯ ФАКТОРИЗАЦІЇ ДЛЯ ПІДВИЩЕННЯ РОЗДІЛЬНОЇ ЗДАТНОСТІ 

ПАРАМЕТРИЧНОЇ ОЦІНКИ СПЕКТРАЛЬНОЇ ЩІЛЬНОСТІ ПОТУЖНОСТІ 

 

Вступ  
 

При вирішенні багатьох прикладних задач обробки в галузях радіолокації, радіозв'язку, 

технічної і медичної діагностики виникає необхідність виконувати спектральний аналіз спо-

стережуваних процесів, які носять випадковий характер. Спектральний аналіз випадкових 

процесів умовно ділять на два види: непараметричний і параметричний. Непараметричні  

методи оцінювання спектральної щільності потужності (СЩП) грунтуються на перетворенні 

Фур'є. Параметричні методи оцінювання СЩП вимагають попереднього оцінювання параме-

трів стаціонарних моделей лінійного прогнозування, зокрема моделей авторегресії (AР), ков-

зного середнього (КС), авторегресії – ковзного середнього (АРКС). Оцінки СЩП, що отри-

мані через параметри цих моделей, мають ряд переваг у порівнянні з оцінками СЩП, знай-

деними непараметричними методами. Зокрема, з'являється можливість отримати більш висо-

ку роздільну здатність при більш коротких реалізаціях процесів у порівнянні з непараметри-

чними методами. У цьому випадку підвищення роздільної здатності СЩП пов'язане з неяв-

ним застосуванням прогнозування кореляційної функції випадкових процесів.  

Природним розвитком у дослідженнях моделей лінійного передбачення є заміна стаціо-

нарності моделей на нестаціонарність і лінійності моделі на нелінійність. Нестаціонарність 

моделей досліджується порівняно рідко тому, що її важко враховувати. Звичайний метод 

врахування нестаціонарності моделі полягає в диференціації початкового часового ряду для 

отримання стаціонарного процесу. Це використання моделі авторегресії проінтегрованого 

ковзаючого середнього (AРПКС) [1]. Використання дискретної похідної від нестаціонарного 

процесу, що приводить для деяких часових рядів до стаціонарності моделі, дозволяє в дослі-

дженнях нестаціонарні властивості початкового процесу замінити на стаціонарні характери-

стики його похідної. Це істотно спрощує вирішення ряду практичних задач, зокрема прогно-

зування часових рядів. Декомпозиція нестаціонарного процесу з трендом і сезонною складо-

вою [2] дає можливість частково виправити положення з аналізом нестаціонарного випадко-

вого процесу. Методи простору станів широко використовуються для моделювання нестаці-

онарних часових рядів [3 – 5]. Янг у роботах [6, 7] запропонував використовувати простори 

станів до нелінійних і нестаціонарних процесів для їх обробки на основі виявлення і оціню-

вання стохастичних моделей зі змінними в часі параметрами. Якщо лінійність моделі АР 

єдина, то нелінійність допускає множину варіацій і пов'язана з додатковими складнощами в 

оцінюванні параметрів моделі. Для розширення можливості застосування лінійної моделі АР 

була використана множина нелінійних моделей. Запропоновано такі моделі як порогова  

авторегресійна модель Тонгу [8], експоненціальна авторегресійна модель Одзаки і Хаггана 

[9, 10], модель Прістлі [11], функціонально-коефіцієнтна авторегресійна модель Чена і Цая 

[12] та інші. Огляд літератури показує на неослабний інтерес до моделі АР, викликаний, з 

одного боку, широкими можливостями моделі, а з іншого боку – обмеженнями, що наклада-

ються на цю модель. 

Тому актуальним є продовження досліджень АР моделі з метою подальшого підвищення 

роздільної здатності оцінки СЩП з використанням факторизації СЩП випадкових процесів. 

Під факторизацією розуміється розкладання багатомодової СЩП на простіші одномодові 

складові. Це дозволяє більш точно проводити аналіз низькочастотних, середньочастотних і 
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високочастотних складових СЩП. Основна увага у даній роботі приділена дослідженню  

завдання підвищення роздільної здатності оцінки СЩП випадкових процесів на основі моде-

лі авторегресії лінійного передбачення шляхом факторизації методом Юла – Уокера і Берга. 

Особливості моделі авторегресії 

Модель АР раціонально використовувати для описування вузькосмугових випадкових 

процесів. В основу моделі АР покладено кореляцію відліків випадкового процесу у нинішній 

момент часу з деяким скінченним або нескінченним числом відліків у попередні моменти  

часу. Кореляційні зв'язки дозволяють здійснити регресію поточного відліку процесу на попе-

редні відліки. Такий вид регресії називається авторегресією. Вважатимемо у подальшому, що 

корельований стаціонарний випадковий процес має нульове математичне сподівання. У рів-

нянні АР поточний відлік представляється зваженою сумою попередніх відліків процесу з 

деякими коефіцієнтами ваги: 

,                                         (1) 

де  – коефіцієнти АР,  – помилки передбачення, що є некорельованими випадко-

вими відліками процесу з дисперсією ,  – порядок моделі АР. Перший індекс у коефіці-

єнтів АР вказує на порядок моделі. Модель (1) оптимальна, якщо 

, , 

де  – оператор статистичного усереднювання. Умова оптимальності дозволяє отримати 

рівняння і визначити критерії для оцінки параметрів моделі – коефіцієнтів АР і порядку  

моделі. 

Співвідношення для розрахунку оптимальних оцінок коефіцієнтів АР отримують з рів-

няння (1) і носить назву рівняння Юла – Уокера 

, .                                   (2) 

У співвідношенні (2) використовуються незміщені оцінки значень кореляційної функції 

. Параметричне представлення СЩП АР процесу в загальному випадку багатомодове і 

описується через параметри моделі виразом 

.                                                (3) 

Як видно з формули (3), всього декілька параметрів моделі АР несуть повну інформацію 

про СЩП випадкового процесу.  

Метод факторизації СЩП 

Факторизація СЩП дозволяє представити багатомодову СЩП, що описується виразом 

(3), простішими, зокрема одномодовими СЩП. Щоб показати можливість розкладання  

багатомодового параметричного спектру на простіші одномодові складові, припускаємо, що 

модель АР представлена мультиплікативною моделлю АР, тобто описується моделлю виду 

АР1 АР2 … АРk [13]. Параметри складових моделей АР легко обчислюються по коре-

нях характеристичного рівняння моделі АР 

,                             (4) 
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де невідомі  є коренями характеристичного рівняння, яке легко вирішується в загаль-

ному випадку чисельними методами. У виразі (4) перший індекс у коренів рівняння  
вказує на порядок вихідної моделі АР.  

Розглянемо різні варіанти можливих рішень рівняння (4). Для простоти спочатку розг-

лянемо випадок, коли корені комплексно зв'язані. Замітимо, що комплексні корені характе-

ристичного рівняння (4) попарно комплексно зв'язані, оскільки в лівій частині маємо дійсне 

рівняння. За наявності цих коренів легко знайти відповідні коефіцієнти АР другого порядку: 

                  ,                                                 (5) 

. 

Для іншої пари комплексно зв'язаних коренів можна знайти інші пари коефіцієнтів АР. 

Таким чином, для нових коренів характеристичного рівняння знаходимо нові пари коефіціє-

нтів АР, що формують одну моду СЩП. Використовуючи комплексно зв'язані корені, отри-

муємо факторизацію багатомодової СЩП, тобто її розкладання на одномодові СЩП, що від-

повідають кожній парі коефіцієнтів АР.  

Для дійсного кореня характеристичного рівняння (4) зв'язок з коефіцієнтом АР простий 

.                                                       (6) 

Нагадаємо, що в цьому випадку мода в СЩП розташована або на нульовій частоті, або 

на максимальній частоті. Отже, модель АР р-го порядку з довільним числом мод можна 

представити у вигляді набору коефіцієнтів АР першого або другого порядків. Параметричне 

представлення спектру моделі (3), що залежить тільки від коефіцієнтів моделі АР, представ-

ляється набором одномодових спектрів. У такий спосіб здійснюється факторизація СЩП, що 

полягає в розкладанні параметричної багатомодової СЩП на одномодові складові. Запропо-

нований метод факторизації спектрів і оцінювання частоти моди може застосовуватися для 

підвищення роздільної здатності СЩП. Тоді багатомодовий спектр, оцінювання якого здійс-

нюється по моделі АР р-го порядку, представляється (факторизується) набором одномодових 

спектрів першого або другого порядків. Таким чином, багатомодовий спектр (3) представля-

ється виразом 

 .                      

(7) 

У виразі (7) коефіцієнти АР описують одномодові складові СЩП.  

Зв'язок частотних характеристик мод СЩП з коренями  

        характеристичного рівняння 

Корені характеристичного рівняння можна виразити через центральні частоти мод і їх 

ширини смуг в СЩП. Для цього використовується зв'язок між коренями характеристичного 

рівняння і параметрами спектру: частотою мод  і її шириною смуги СЩП . Тоді дійсні 

корені характеристичного рівняння р-го порядку і параметри АР, пов'язані співвідношенням 

(6), виражаються через ширину смуги моди [14]: 

.                                                   (8) 

Дійсні корені описують моди на нульовій частоті або на максимальній частоті дискрет-

ного спектру, що дорівнює половині частоти дискретизації. 

],[ ipc

],[ ipc

     2,21,21,2 cc 

     2,21,22,2 cc

   1,11,1 c

.

],[...],[],[

)(
2

2

0

2

2

0

22

2

2

0

11

21
fiTj

p

i

kk

fiTj
p

i

fiTj
p

i

a

eipeipeip

D
fP

k

 











 



if f

Tf ieipc





],[



  ISSN 0485-8972    Radiotekhnika No. 212 (2023) 

eISSN 2786-5525 

93 

Оскільки модель АР дійсна, то комплексні корені характеристичного рівняння опису-

ються через центральні частоти і ширину смуги частот спектральних мод наступними  

виразами 

,  .                             (9) 

У простих випадках вузькосмугових СЩП на один дійсний корінь доводиться одна мода 

на нульовій частоті або на максимальній частоті. На два комплексно-зв'язаних корені харак-

теристичного рівняння припадає два порядки моделі АР або одна мода на ненульовій частоті, 

або не на максимальній частоті. В якості характеристик сигналів можна використати центра-

льні частоти мод. Якщо корені характеристичного рівняння комплексні, то частота моди  

визначається так: 

 ,                                     (10) 

а ширина полоси моди визначається виразом 

.                                               (11) 

Якщо корені дійсні, то модель АР має перший порядок. При цьому частоти мод f=0,  

якщо Ф[1,1]>0 або f=1/2T, якщо Ф[1,1]<0. Ширина смуги моди в цьому випадку визначаєть-

ся, як випливає з (8), виразом 

. 

Зауважимо, що корені характеристичного рівняння, як випливає з (4), повністю характе-

ризують модель, як і коефіцієнти АР. Таким чином, усі моди СЩП можна визначити безпо-

середньо через корені рівняння, використовуючи співвідношення (8) і (9). Так, для комплек-

сних коренів з (9) – (11) маємо 

                               (12) 

 

Роздільна здатність оцінки СЩП при використанні факторизації 

Багатомодові випадкові процеси часто визначаються дією різних чинників, що призво-

дить до формування спектральних мод на різних частотах. У деяких випадках корисно опи-

сувати такі складні процеси полімоделлю виду АР1 АР2 … АРk [15]. Така модель харак-

теризується полюсами передаточної функції, які виражаються через комплексно зв'язані  

пари. Представлення такої системи моделей через множення полюсів відповідає одній із 

форм її реалізації. Перемноження складових функції передачі відповідає послідовному (кас-

кадному) включенню фільтрів першого і другого порядків з дійсними коефіцієнтами. Така 

послідовна реалізація часто використовується на практиці, оскільки вона дозволяє ослабити 

небажані ефекти, пов'язані з помилками округлення. 

Оскільки кожна модель АР, що характеризується своїми коефіцієнтами АР, визначає 

СЩП процесу, то можна цю полімодель представити у вигляді мультиплікативної, тобто  

послідовної моделі. Представимо мультиплікативну багатомодову модель набором мономо-

делей із СЩП, що містить одну або декілька мод. Можна факторизувати багатомодову СЩП 

процесу на окремі моди і проаналізувати вплив різних чинників на формування СЩП.  

Покажемо процес факторизації на прикладі моделі, що використовується при дослі-

дженні роздільної здатності СЩП. Нехай часовий ряд описується мультиплікативною  

моделлю АР1 АР2 … АРk. Враховуючи умову оптимальності, для знаходження коефіці-

єнтів АР маємо узагальнене нелінійне рівняння типу Юла – Уокера 

                                                    (13) 

де  – оператор сдвигу назад. 
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Ефективний спосіб вирішення цього рівняння продемонстровано нижче на прикладі мо-

делі АР четвертого порядку, що використовується для дослідження підвищення роздільної 

здатності методом факторизації. Коефіцієнти двох складових моделей другого порядку 

, , ,  повинні розраховуватися шляхом вирішення системи нелінійних 

рівнянь, яку можна отримати з виразу (13): 

, 

,                                (14) 

, 

. 

Ця процедура чисельного вирішення системи нелінійних рівнянь вимагає значного обся-

гу обчислень і трудомісткого відкидання зайвих коренів. Факторизація дозволяє спростити 

цю задачу, якщо необхідно розкласти СЩП моделі АР четвертого порядку на одномодові 

складові, що описуються моделями другого порядку. Для мультиплікативної моделі четвер-

того порядку АР1 АР2, представленої двома моделями другого порядку зі своїми комплекс-

но-зв'язаними коренями характеристичного рівняння, завдання відшукання коефіцієнтів 

АР(2) спрощується. За наявності цих коренів відповідні коефіцієнти АР другого порядку  

мають вид:  

,                        

, 

,                                              (15) 

  

де нижній індекс вказує на номер моделі, рівний в даному випадку один або два.  

Таким чином, при факторизації СЩП немає потреби знаходити коефіцієнти АР мульти-

плікативної моделі четвертого порядку АР1 АР2, Досить знайти комплексно-зв'язані корені 

і виразити через них відповідні коефіцієнти АР для моделей другого порядку.  

Факторизація параметричних спектрів на їх мультиплікативні моделі дає точніше уяв-

лення про ці складові. Ця властивість може бути використана для підвищення роздільної 

здатності параметричної оцінки спектрів. Якщо дві моди розташовані близько одна від одної, 

то їх параметрична оцінка СЩП може бути представлена як одна мода, тобто неможливо  

розділити ці моди. Проте особливості цієї моди поблизу своєї вершини, спостережувані як її 

розширення, дозволяє шляхом факторизації розділити вершину на дві моди. Факторизація є 

досить чутливим інструментом аналізу спектрів. Для підтвердження цього ефекту була про-

ведена серія розрахунків і статистичних експериментів.  

Розраховувалися коефіцієнти АР(4) для двомодового спектру з близько розташованими 

модами. Відповідно до теорії побудови мультиплікативних моделей спочатку оцінювалися 

параметри моделі АР(4) відомими методами параметричного спектрального оцінювання, а 

потім по ним розраховувалися коефіцієнти АР(2) мультиплікативної моделі. Для первинного 

оцінювання коефіцієнтів АР можуть бути використані різні методи: незміщені автокореля-

ційні оцінки Юла – Уокера, зміщені автокореляційні оцінки Юла – Уокера, геометричний  

метод, метод Берга, метод Кея, коваріаційні методи, модифікований коваріаційний метод 

[16]. 

Експериментальні дослідження роздільної здатності СЩП 

Проведено дослідження роздільної здатності з використанням незміщених автокореля-

ційних оцінок у методі Юла – Уокера і гармонійного алгоритму (методу Берга). Незміщені 

оцінки в методі Юла – Уокера отримано з використанням незміщених оцінок функції коре-

ляції процесу. У методі Берга коефіцієнти АР отримано рекурсивно алгоритмом Левінсона – 

]1[1 ]2[1 ]1[2 ]2[2

]1,2[]1,2[]1,4[ 21 

]2,2[]1,2[]1,2[]2,2[]2,4[ 2211 

]2,2[]1,2[]1,2[]2,2[]3,4[ 2121 

]2,2[]2,2[]4,4[ 21 



     2,21,21,2 111 cc 

     2,21,22,2 111 cc

     2,21,21,2 222 cc 

     ,2,21,22,2 222 cc
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Дарбіна [16], який дозволяє рекурентно обчислювати коефіцієнти АР по коефіцієнтах від-

биття гратчатого фільтру (ГФ) . Коефіцієнти відбиття -ї ланки ГФ обчислювалися 

згідно з виразом 

                                     (16) 

де ,  – помилки прямого і зворотного передбачення -ї ланки ГФ.  

Помилки прямого передбачення в (16) обчислювались згідно з 

 .                                   (17) 

Аналогічно виражаються помилки зворотного передбачення: 

.                                            (18) 

Вирази (17) і (18) витікають із структури РФ, зображеної на рис. 1. 
 

 
Рис. 1. Структура ГФ 

 

Алгоритм Левінсона – Дарбіна використано для рекурентного обчислення коефіцієнтів 

АР згідно з співвідношенням 

  

                (19)
 

з ініціалізацією  

 , 

де  – середньоквадратичне відхилення (СКВ) процесу,  – СКВ помилки передбачен-

ня для моделі АР -го порядку.  

Оцінки коефіцієнтів відбиття (16) використовувалися для розрахунку коефіцієнтів АР 

відповідно до алгоритму Левінсона – Дарбіна (19). 

Дослідження проводилися методом статистичного моделювання. При цьому генерувався 

випадковий процес АР(4). По заданим частотним характеристикам мод СЩП розраховували-
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ся корені характеристичного рівняння з (8) і (9). Знайдені у такий спосіб корені характерис-

тичного рівняння використовувалися для розрахунку коефіцієнтів моделі АР(4) при форму-

ванні досліджуваного процесу АР з близько розташованими в СЩП модами.  

Наведемо формули, що зв'язують коефіцієнти АР з коренями характеристичного  

рівняння, що витікає з (4) для : 

, 

; 

,                                                                                          (20) 

; 

; 

, 

; 
 

; 

.                             

У виразах (20) перший індекс в квадратних дужках вказує на відповідний порядок моде-

лі згенерованого випадкового процесу. Потім згідно з (1) формувався випадковий процес з 

використанням породжуючого процесу у вигляді білого гаусівського шуму [17]. 

Результати дослідження роздільної здатності СЩП з використанням факторизації 

Підвищення роздільної здатності шляхом факторизації СЩП проілюстроване на прикла-

ді випадкового процесу АР(4) з параметрами двох спектральних мод СЩП: з центральними 

частотами ,  і шириною смуги частот . По заданим частотним  

параметрам, згідно з (9), розраховувалися чотири попарно комплексно-зв'язані корені харак-

теристичного рівняння. Потім, з використанням виразу (20), знаходилися коефіцієнти АР  

четвертого порядку. За цими даними розраховувалася теоретична СЩП згідно з (3). Для 

отримання вибірки випадкового процесу використовувався формуючий фільтр, на виході 

якого з відліків білого гаусівського шуму по знайденим коефіцієнтам АР(4) формувалася  

вибірка випадкового процесу згідно з рівнянням (1). Довжина вибірки процесу складала  

100 відліків. 

Методами Юла – Уокера і Берга оцінювалися коефіцієнти АР(4) і знаходився вибірковий 

параметричний спектр четвертого порядку відповідно до (3). Для отримання оцінок СЩП 

шляхом факторизації за вибіркою процесу АР(4) оцінювалися попарно комплексно-зв'язані 

корені характеристичного рівняння процесу. Потім по цим кореням розраховувалися  

дві пари коефіцієнтів АР(2), використовуючи вираз (15). Факторизована СЩП знаходилася 

відповідно до виразу (7). Теоретична СЩП для моделі АР(4) показана на рис. 2. По сформо-

ваному процесу АР(4) методами Юла – Уокера і Берга оцінювалися коефіцієнти АР(4).  

Параметрична оцінка спектру по моделі АР(4), що отримана відповідно до (3) для незміще-

них оцінок Юла – Уокера, представлена на рис. 3. Аналіз графіку СЩП показує, що спектра-

льні моди в цьому випадку не розділяються.  

Відомо, що роздільна здатність параметричної оцінки СЩП, що отримана методом  

Берга, є вищою ніж оцінки, які отримано методом Юла – Уокера [16]. Проте, навіть, параме-

трична оцінка спектру згідно з методом Берга не дає хорошої роздільної здатності при часто-

тних параметрах спектру досліджуваного випадкового процесу (рис. 4).  

У тих випадках, коли параметричні оцінки СЩП дають для близько розташованих час-

тот слабо помітні моди або спостерігаються нерівномірності графіку СЩП поблизу вершини 

моди, підвищити роздільну здатність можна застосуванням факторизації мультиплікативної 

моделі АР. На рис. 5 представлено два графіки СЩП, побудованих по моделях АР1(2) і 

41p

   11,1 c

     2,21,21,2 cc 

     2,21,22,2 cc

       3,32,31,31,3 ccc 

              3,32,33,31,32,31,32,3 cccccc 

       3,32,31,33,3 ccc

         4,43,42,41,41,4 cccc 

                         )4,42,43,42,41,44,43,41,43,42,44,43,4(2,4 cccccccccccc 

                         4,42,41,43,42,41,44,43,42,44,43,41,43,4 cccccccccccc 

         4,43,42,41,44,4 cccc

1101 f 1302 f 121  dfdf
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АР2(2), отриманих шляхом факторизації. Параметри складових моделей знайдено за оцінка-

ми Юла – Уокера згідно з рівнянням (2). Хоча точність оцінок частот мод не така висока, як 

отримана методом Берга, розділення двох мод шляхом факторизації очевидна. Дослідження 

показали, що розділення мод покращується при застосуванні факторизації, якщо моди навіть 

слабо розділяються, тобто провал між модами має малу глибину. У тих випадках, коли  

замість нерівномірності мод спектральна оцінка дає одну гладку моду, застосування  

факторизації не приводить до розділення мод. 

  
Рис. 2. Теоретична СЩП для моделі АР(4) 

 з параметрами  

, ,  

Рис. 3. Параметрична оцінка спектру для моделі 

АР(4) методом Юла – Уокера при  

, ,  

  
Рис. 4. Параметрична оцінка спектру для моделі 

АР(4) методом Берга при  

, ,  

Рис. 5. Мультиплікативне представлення спектру  

для моделі АР(4) методом Юла – Уокера при 

, ,  

При факторизації надрозділення за двома оцінками СЩП складових моделей АР(2)  
зручно використати один графік СЩП. Тому запропоновано побудувати новий графік СЩП 
так, щоб ліва на графіку частина кривої співпадала з оцінкою СЩП лівої моди до частоти, 
рівній частоті лівого графіку, плюс половина різниці частот лівої і правої мод, тобто 

 

де ,  – центральні частоти правої і лівої мод. Тоді права частина кривої співпадає з оцін-

кою СЩП другої моди, починаючи з частоти 
 
Графік такого представлення роз-

ділення мод шляхом факторизації показано на рис. 6. Порівняння графіків на рис. 3, 6 демон-
струє ефект отримання надрозділення шляхом факторизації оцінки СЩП відповідно до  
методу Юла – Уокера. Роздільну здатність СЩП можна істотно підвищити, якщо для пер-
винного оцінювання коефіцієнтів АР використати геометричний метод, метод Берга, метод 

1101 f 1302 f 121  dfdf 1101 f 1302 f 121  dfdf

1101 f 1302 f 121  dfdf 1101 f 1302 f 121  dfdf

,2/)( 12max fff 
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Кея, коваріаційні методи або модифікований коваріаційний метод, які мають помітну пере-
вагу в порівнянні з оцінками Юла – Уокера. Нижче продемонстровано істотне поліпшення 
роздільної здатності на прикладі методу Берга. На рис. 7 представлено графік теоретичного 
спектру, отриманого для моделі АР(4) із заданими параметрами СЩП: ,

 
, 

. 

 
 

Рис. 6. Мультиплікативна оцінка спектру для моделі 

АР(4) згідно з методом Юла – Уокера при ,
 

,  

Рис. 7. Теоретична СЩП для моделі АР(4) згідно  

з методом Юла – Уокера при , , 

 

На рис. 8, 11 представлено результати експериментів з дослідження роздільної здатності 
спектрів для процесу АР(4). Параметрична оцінка спектру моделі АР(4) згідно з методом 
Юлу – Уокера не дає можливості застосувати факторизації для підвищення роздільної здат-
ності, оскільки графік моди СЩП гладкий без ознак наявності другої моди (рис. 8). На графі-
ку параметричної оцінки спектру для моделі АР(4) згідно з методом Берга (рис. 9) є нерівно-
мірність поблизу моди, що дозволяє розділити дві моди застосуванням методу факторизації. 
Аналіз графіків на рис. 9 – 11 показує, що для цих частот також можна отримати роздільну 
здатність на основі факторизації, хоча відстань між частотами, що задаються, істотно менша, 

у порівнянні з попереднім випадком ( ,
 

, ).  

Аналіз графіків показує безперечну перевагу мультиплікативного розкладання для під-
вищення роздільної здатності параметричних оцінок спектрів. Застосування для розрахунків 
параметрів моделей АР, отриманих методом Берга, сприяє підвищенню спектрального розді-
лення вибіркових оцінок. 

  
Рис. 8. Параметрична оцінка спектру для моделі 

АР(4) згідно з методом Юла – Уокера при ,
 

,  

Рис. 9. Параметрична оцінка спектру для моделі 

АР(4) згідно з методом Берга при , 
,  
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Рис. 10. Мультиплікативне представлення спектру 

моделі АР(4) згідно з методом Берга  

при ,
 

,  

Рис. 11. Мультиплікативна оцінка спектру  
для моделі АР(4) згідно з методом Берга при 

,
 

,  

На рис. 12 і 13 представлено результати розділення двох мод в параметричній оцінці 

СЩП для різних довжин вибірок процесу при використанні для оцінки коефіцієнтів АР  

методу Берга. Як видно з графіків, при довжині 200 відліків процесу можна отримати роз-

дільну здатність оціни СЩП для двох мод при наступних заданих параметрах мод ,
 

, . Використання факторизації дозволяє отримати роздільну здатність 

оцінки СЩП для цих параметрів мод уже при довжині вибірки 100 відліків процесу (рис. 11). 

  
Рис. 12. Мультиплікативне представление спектру  

для моделі АР(4) методом Берга по вибірці  

довжиною 150 відліків процесу при 1101 f ,  

1152 f
, 

121  dfdf
 

Рис. 13. Мультиплікативна оцінка спектру для моде-
лі АР(4) методом Берга по виборці довжиною 200  

відліків процесу при 1101 f , 1152 f , 

121  dfdf
 

 

На рис. 14 і 15 показано роздільну здатність, отримувану шляхом факторизації мод 

СЩП для різних ділянок частот. Довжина вибірки складала 100 відліків процесу. Розділення 

розглядалось на частотах ,
 

,  (рис. 14) і на частотах ,
 

,  (рис. 15). Хоча точність оцінки частот трохи відрізнялася від частот, 

що задавалися, спостерігалось упевнене розділення мод. 
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Рис. 14. Мультиплікативне представлення спектру  
для моделі АР(4) по вибірці 100 відліків процесу  

методом Берга при 501 f ,
 

652 f ,  

Рис. 15. Мультиплікативна оцінка спектру для  
моделі АР(4) методом Берга по вибірці 100 відліків  

при 2301 f ,
 

2452 f ,  

 
Результати досліджень спектрального розділення на основі факторизації з використан-

ням коефіцієнтів АР, що обчислюються методом Берга, показали перевагу в порівнянні з  

випадком використання методу Юла – Уокера.  

Висновки 

1. Представлено результати досліджень підвищення спектральної роздільної здатності на 

основі факторизації СЩП випадкового процесу, яка дозволяє розкласти багатомодову СЩП 

на простіші одномодові складові. Наведено теоретичне обгрунтування методу факторизації 

СЩП випадкового процесу на основі моделі АР.  

2. Наведено результати експериментальних досліджень підвищення роздільної здатності 

СЩП випадкового процесу при використанні факторизації. Дослідження виконані шляхом 

статистичного моделювання на вибірках випадкового процесу, які отримані з допомогою 

формуючого фільтру. Результати досліджень показують перевагу факторизації з використан-

ням методу Берга в порівнянні з методом Юла – Уокера.  

3. Підвищення роздільної здатності оцінки СЩП випадкових процесів має важливе зна-

чення при вирішенні прикладних задач обробки сигналів в області радіолокації, радіозв'язку, 

технічної і медичної діагностики [18]. Це дає можливість більш точно проводити роздільний 

спектральний аналіз низькочастотних, середньочастотних і високочастотних складових 

СЩП спостережуваних процесів. 
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