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Вступ 
 

Електростимуляція полягає у такому впливі імпульсного електричного струму з певним 

набором параметрів на тіло пацієнта, при якому виникають необхідні позитивні терапевтичні 

ефекти. Особливо поширена електростимуляція скелетних м'язів. Вона є ефективним мето-

дом реабілітації при різних травмах та порушеннях, а також допоміжним способом під час 

підготовки спортсменів. Існуючі апарати, як правило, мають ряд стандартних режимів, мож-

ливості точної підстройки параметрів стимулів обмежені. Це не дозволяє достатньо врахува-

ти індивідуальні особливості пацієнта. У той же час дуже багато залежить від обраного м'яза, 

його властивостей, віку, статі пацієнта і т.п. Тому досить актуально визначати апріорно деякі 

параметри стимулів струму, зокрема його частоту. 
 

Сутність дослідження 
 

Розглянемо особливості м'язових скорочень та вплив на них частоти сигналу. Розрізня-

ють поодинокі та тетанічні скорочення. Поодиноке скорочення можна викликати за допомо-

гою короткого прямокутного імпульсу напруги (тривалістю близько 1 мс) [1 – 3]. Викликане 

цим стимулом скорочення утворюється не відразу, а з деякою часовою затримкою близько 

10 мс. Далі відбувається скорочення протягом 30 – 50 мс та розслаблення тривалістю приб-

лизно 50 – 60 мс. Т.ч. одиночне скорочення відбувається загалом за 100 мс (рис. 1). Цей про-

міжок часу різний для різних м'язів і багато в чому залежить від їх стану [4 – 7]. 

 

 
 

Рис. 1. Одиночне м'язове скорочення: 1 – фаза укорочення; 2 – фаза розслаблення 

 

Тривалість деполяризації потенціалу дії м'язового волокна дорівнює 3 – 5 мс, після чого 

мембрана відновлює здатність збудження. Час скорочення становить близько 50 мс, тому ще 

під час скорочення волокно може відповідати на нові стимули. Таке накладання скорочень 

називається тетанічним (тетанус) [8 – 10]. Воно має місце як в окремому м'язовому волокні, 

так і м'язі в цілому. Амплітуда тетануса значно більша за амплітуду одиночного скорочення, 

тому що періодична стимуляція викликає додаткове скорочення, яке підсумовується з попе-

реднім. 
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Тетанус може бути зубчастим та гладким. Зубчастий тетанус виникає тоді, коли частота 

стимулів така, що кожен подальший стимул подається після скорочення (фаза укорочення 1), 

але до тих пір, поки розслаблення ще не закінчилося. Гладкий тетанус з'являється при біль-

шій частоті стимулів, коли частота стимулів така, що кожен наступний стимул подається під 

час фази укорочення, до початку розслаблення. Так, для розглянутого на рис. 1 випадку зуб-

частий тетанус спостерігається на частотах 10 – 20 Гц, гладкий – на частотах вище 20 Гц. 

Щодо амплітуди скорочень можна сказати таке. Вона мінімальна при одиночному ско-

роченні, збільшується при зубчастому тетанусі та максимальна при гладкому. Однак збіль-

шення амплітуди та сили скорочення з подальшим зростанням частоти зупиняється і збіль-

шення частоти призводить до зменшення амплітуди скорочень. Це називається песимумом 

реакції у відповідь. Тобто, існує деяка оптимальна частота стимуляції м'яза. Частоти більше 

оптимальної є песимальними [11 – 13].  

Таким чином, оптимум – це гладкий тетанус з максимальною амплітудою при оптима-

льній частоті подразнення, коли кожен імпульс у послідовності діє на м'яз у фазу екзальтації, 

коли умови для збудження та підсумовування одиночних скорочень найкращі. Песимум теж 

гладкий тетанус, але з мінімальною амплітудою при песимальній частоті подразнення, коли 

кожен імпульс у серії діє на м'яз у фазу відносної рефрактерності, коли умови для збудження 

та підсумовування одиночних скорочень найгірше. На рис. 2 зображено залежності сили ско-

рочення деякого м'яза від частоти проходження електричних стимулів. 

 

 
 

Рис. 2. Залежність сили скорочення м'язів від частоти стимулів: 

1 – одиночне скорочення; 2,3 – зубчастий тетанус (частоти стимуляції 12 та 20 Гц відповідно); 

4,5 – гладкий тетанус (частоти стимуляції 30 та 50 Гц відповідно); 5 – оптимум;  

6 – песимум (частота стимуляції 100 Гц) 

 

У людському організмі частота та режим посилання моторними нейронами нервових ім-

пульсів до м'яза забезпечують асинхронне залучення у процес скорочення більшої чи меншої 

кількості рухових одиниць та підсумовування їх окремих скорочень. 

З урахуванням відомих даних та узагальнюючи все сказане вище, можна отримати  

наступну якісну безперервну залежність амплітуди скорочення м'яза від частоти стимулюю-

чого сигналу, що представлена на рис. 3. 
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Рис. 3. Якісна безперервна залежність амплітуди скорочення м'яза  

від частоти стимулюючого сигналу 

 

Видно, що зі збільшенням частоти стимулів спочатку виникають поодинокі м'язові  

скорочення (1), потім зубчастий тетанус (2), гладкий тетанус (3) і, нарешті, оптимум (4)  

і песимум (5). 

У зв'язку з цим виявляється актуальною задача моделювання цих процесів з метою 

отримання аналітичного виразу, який дозволить апріорно знайти оптимальну частоту стиму-

ляції. Для цього доцільно використовувати підхід типу «чорної скриньки», згідно з яким роз-

глядається тільки взаємозв'язок між вхідними та вихідними змінними, не вдаючись у деталі 

фізіологічних процесів, що відбуваються в рухових одиницях і всього м'яза в цілому. 

На початковому етапі моделювання виконується структурна ідентифікація моделі. Вона 

полягає у виборі відповідного аналітичного опису. 

Таким чином, необхідно отримати деякий аналітичний опис, що встановлює зв'язок між 

вхідними та вихідними змінними. Позначимо частоту стимулів через f (тоді циклічна частота 

ω = 2πf), амплітуду скорочення через А (у відносних одиницях). Слід знайти певну залеж-

ність А=F(ω), таку, щоб при А і ω≥0 вона в діапазоні значень ω≥0 і ω<300 якісно описувала 

криву на рис. 3, а сама функція F належала до класу r-гладких функцій з порядком гладкості 

r≥1, принаймні щоб )(CF 1  . 

Тому що на рис. 3 виділено 5 різних областей, очевидно, що функція А=F(ω) може бути 

представлена як суперпозиція ),(F)(F)(F)(F)(F)(F 54321   де )(Fi   – деякі без-

перервні функції частоти. 

Використаємо одиничну ступінчасту функцію (функцію Хевісайда), зміщену праворуч 

по осі часу, яка записується у вигляді 
 

.t,0

,t,1
)t(1






                                                                 (1) 
 

Функція )t(1   має властивість відсічення, тому множення будь-якої функції )t(f  на 

функцію )t(1   звертає функцію )t(f  в нуль при t , і залишає незмінним значення при 

t . 

Шляхом додавань 2-х ступінчастих функцій можна отримати вираз для одиничного пря-

мокутного вікна тривалістю n : 
 

),t(1)t(1)(1 21n        (2) 
 

де 1 , 2  – зрушення по осі часу, що відповідають початку та кінцю одиничного імпульсу. 
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Таким чином, якщо використовувати дуальне перетворення частоти в час можна отри-

мати наступний опис функції F(ω): 
 

),(1)()(F ni

5

1i
iF  



      (3) 

 

де )(1 ni  – поодинокі прямокутні функції, відповідні межам ділянок 1 – 5 на осі часу, які 

отримано дуальним перетворенням осі частот. 

Оскільки практичний інтерес становлять лише ділянки 3 та 4, тому що саме вони дозво-

ляють отримати оптимальне значення частоти стимуляції, обмежимося ділянками 3 і 4. Тоді 

вираз для F(ω) набуває вигляду 
 

),(1)(F)( 00F        (4) 
 

де )(F0   – фрагмент вихідної функції, що підлягає моделюванню, )(1 0  – одиничне прямоку-

тне вікно, межі якого відповідають діапазону частот від 20 до 60 Гц. 

Використовуючи апроксимацію функції Хевісайду у вигляді безперервної функції 
 

,
1

1
))kt(th1(

2

1
)t(1

e
kt2



     (5) 
 

де чим більше k, тим крутіше підйом функції, отримуємо вираз 
 

)).k(th1(
2

1
)(F)( 00F       (6) 

 

Оскільки функція, яка моделюється, F(ω) задана тільки на дискретній множині (m+1) то-

чок ω0, ω1, ω2, …, ωm, то необхідно мінімізувати зважену середню квадратичну помилку виду 
 

  ,kkM

m

0k

2
k

2 )(F)(Fr 


                                   (7) 

 

де 0rk   – деякі апріорі задані ваги; Fм (ωk) – значення, які розраховано за моделлю; ωk – дис-

кретний набір значень частоти.  

Як показали дослідження, у даному випадку можна ефективно використовувати поліно-

міальні функції виду 
 

,)( aaaa 01
1n

1n
n

n  


                                           (8) 
 

де a i  – деякі коефіцієнти; n – ступінь полінома. Тоді завдання зводиться до визначення необ-

хідного ступеня n та визначення значень ).1n,1i(a i   

Враховуючи гладкий характер залежності, що моделюється, було випробувано поліноми 

ступеня від 3 до 5 [14] (рис. 4). Остаточний вибір було зроблено за поліномом ступеня n = 4, 

який найбільш точно і просто відображає криву електростимуляції (крива 4) і має похідну 

третього ступеню, що важливо для подальших теоретичних розрахунків. 
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Рис. 4. Визначення оптимального ступеня полінома 

 

Для визначення невідомих коефіцієнтів a,...a 40  реалізовано процедуру параметричної 

оптимізації за критерієм мінімальності функції помилки σ: 
 

  



m

0k
kk )()(F                              (9) 

 

у просторі параметрів, що варіюються, ).n,0i(ai   Розмірність простору таких параметрів  

дорівнює 5. 

Для знаходження екстремуму цільової функції було використано метод випадкових на-

прямів. Відповідно до нього з деякої точки х
k
 простору параметрів, що варіюються, відбува-

ється перехід у наступну точку х
k+1 

з кроком 0ak   по випадковому напряму 

 S,S,S,S,SS k
5

k
4

k
3

k
2

k
1

tk  , компонентами якого є S
k
i , випадково розподілені на інтервалі [-1, 1]: 

 

.kSaxx
kk1k                                                        (10) 

 

Критерієм зупинки процесу було виконання умови 
 

,`

x

xx

k

k1k




                                           (11) 

 

де ὲ – вектор, компоненти якого є граничні рівні помилки кожного параметра, що варіюють-

ся. 

В результаті було отримано такий аналітичний вираз для апроксимуючої функції Fм: 
 

,)( aaaaaF 01
2

2
3

3
4

4M                            (12) 
 

де ω – значення поточної частоти стимулів; )a,a,a,a,a(a 43210  – вектор параметрів моделі. 
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Для визначення оптимальної частоти стимулюючого впливу знайдемо першу похідну від 

функції: 
 

.432)( 3
4

2
321

'
M aaaaF                               (13) 

 

Відомо, що певна точка ω
*
 є точкою екстремуму функції Fм(ω), якщо у цій точці похідна 

дорівнює нулю, або немає. Тому прирівнюємо )(F
'
M   нулю, отримуємо рівняння третього 

ступеня: 
 

0432 3
4

2
321 aaaa        (14) 

 

і розв’язуємо його щодо ω, щоб знайти значення оптимальної частоти слідування стимулів.  

Перепишемо рівняння (14) у вигляді 
 

,0edc 33       (15) 
 

де ;
4

3
с

a

a

4

3
 

;
2

d
a

a

4

2 .
4

e
a

a

4

1  

Підстановка 
3

c
y   призводить до «неповного» кубічного рівняння 

 

,0qpyy
3

                                                               (16) 
 

де ,d
3

p c
2

  .e
3

cd
2q

3

c
3

 







 

Його рішення знаходяться як  
 

,BAy1
          

.3
2

BA
i

2

BA
y 3,2





       (17) 

 

де ,Q
2

q
A 3   ,Q

2

q
B 3   .Q

3

q

3

p
33

















  

У якості А і В беруться будь-які значення кубічного коріння з відповідних комплексних 

чисел, що задовольняють співвідношенню АВ=-р/3. Якщо рівняння (15) дійсне, то (у тих ви-

падках, коли це можливо) слід брати дійсні значення цього коріння. Якщо кубичне рівняння 

(15) дійсно, то воно має або один дійсний корінь і два сполучені комплексні корені, або три 

дійсні корені, принаймні, два з яких рівні, або три різні дійсні корені залежно від того, чи бу-

де Q відповідно позитивно, дорівнює нулю або негативно [15]. 
 

Результати досліджень 
 

Для знайденого оптимального значення ступеня апроксимуючого полінома n = 4 визна-

чено коефіцієнти полінома а = (1,915 -3,020 2,075 -0,510 0,040). Виходячи з цього побудовано 

модельну траєкторію (рис. 5), яка адекватна експериментальній кривій електростимуляції на 

ділянках 3, 4 і 5 (рис. 3). Оцінено точність моделі за допомогою модуля максимального від-

хилення ,yymax
Mii

  де умi – значення відгуку, розраховані за допомогою моделі, а  

 уi  – експериментально одержані дані. Похибка не перевищує 5%. Розв’язок рівняння (13) із 

знайденими коефіцієнтами а1 – а4 дає значення оптимальної частоти стимулюючих сигналів у  

відносних одиницях ≈ 2,973, що відповідає реальній частоті f
*
 ≈ 59,46 Гц і збігається з експе-

риментальними даними (60 Гц). 
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Рис. 5. Модельна траєкторія об'єкту 

 

Перевага такого моделювання полягає також у можливості використовувати дану  

модель з екстраполяцією результатів, причому така екстраполяція відбувається в ході бага-

торазових послідовних процедур. За результатами попередньої стимуляції прогнозується  

подальша поведінка так, щоб оперативно вийди на індивідуальну оптимальну частоту  

стимуляції. Однак слід враховувати, що при цьому також можлива зміна форми електрости-

муляційної характеристики – затягування крутості фронтів, зміна значення амплітуди та ін.  

Тоді слід коригувати модель: у найпростішому випадку визначати нові значення параметрів, 

більш складному – використовувати структурну ідентифікацію, яка може полягати у зміні 

ступеня багаточлена або виборі іншої апроксимуючої функції з подальшою ідентифікацією 

параметрів. 
 

Висновки 
 

Запропоновано аналітичну модель електроміостимуляційної характеристики, яка пов'я-

зує амплітуду скорочення м'язів з частотою стимулів. Модель отримано шляхом апроксима-

ції експериментальної залежності поліномом четвертого ступеня. Знайдено оптимальні зна-

чення коефіцієнтів полінома, що забезпечують мінімум помилки моделювання. На цій основі 

отримано аналітичний вираз для розрахунку оптимальної частоти електричних стимулів.  

Побудовано модельну траєкторію, порівняння якої з експериментальною кривою електро-

міостимуляції дозволяє оцінити точність моделі на рівні 95 %. Теоретично знайдено значен-

ня оптимальної частоти стимуляції, що збігається з експериментальними даними. Отримані 

результати можуть бути використані для вибору оптимальних індивідуальних параметрів 

електростимуляції протягом ряду сеансів реабілітації. Похибка знаходиться в допустимих 

для практики межах, що дозволяє використовувати таку модель у ході інженерної діяльності 

при побудові пристроїв адаптивної електростимуляції. 
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