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ИЗ РЕЗОНАНСНЫХ СФЕР 
 

Введение 

Здесь рассматривается случай, эквивалентный рентгеновской оптике кристаллов, когда 
' 1a   и может быть

 ga  1; ', ,d h l  1, где a – радиус сфер; ' , g  – длины рассеивае-

мой волны вне и внутри сфер; , ,d h l – постоянные решетки. Решение задачи получено на ос-

нове интегральных уравнений электродинамики Фредгольма 2-го рода, с нелокальными гра-

ничными условиями [1 – 3]. 

Найденные в работе выражения для метакристалла в форме октаэдра можно использо-

вать для изучения рассеянных кристаллом полей в зонах Френеля и Фраунгофера, а также 

для изучения его внутреннего поля. 

Основная часть 

Рассмотрим сложную пространственную ре-

шетку метакристалла, состоящую из С ромбических 

подрешеток с  с С . Эти подрешетки порождают-

ся координатным представлением, которое в пря-

моугольной декартовой системе координат имеет 

вид (рис. 1): 
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где величины d, h, l определяются условиями 0, ; 0, ; 0, ,x x d y y h z z l       а 

, 0 ,c sx  , 0 , 0,c t c py z    координаты узла, порождающего подрешетку с и находящегося внутри 

области элементарной ячейки решетки 
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Координаты , , ,, ,c s c t c px y z  определяют положение узлов подрешетки с вне пределов об-

ласти (2) и являются функциями координат , 0 , 0 , 0, ,c s c t c px y z   . Каждому узлу подрешетки с (1) 

сопоставляется упорядоченная тройка чисел –  , , ,c p s t  выделенный узел решетки будем обо-

значать –  , ,c p s t    . Задавая максимальные значения для чисел  , ,p s t  в (1), можно рас-

сматривать ограниченные дискретные решетки. 

Ячейку решетки формируют из узлов внутри области (2), которую повторит за пределами 

области (2) координатное представление (1) в виде пространственной решетки. 

Рис. 1. Геометрия задачи 
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Расстояние между узлами определим (1) 
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В узлы подрешеток (1) помещаются центры сфер с комплексными диэлектрической и маг-

нитной проницаемостями ( , , ) ( , , ),с p s t с p s t  , радиусами ( , , )с p s tа , объемами ( , , )с p s tV , которые дальше 

будем обозначать – ,с с  , ,c ca V . Сферы решетки находятся в среде с комплексными диэлектриче-

ской и магнитной проницаемостями 0 0,  . 

Для решения подобных задач удобно использовать интегральные уравнения электроди-

намики с нелокальными граничными условиями [1, 2], и решать задачу будем в два этапа. На 

первом этапе найдем внутреннее поле рассеивающих сфер, а на втором – поле, рассеянное 

пространственной решеткой сфер.  
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через электрический П
э
 и магнитный П

м
 потенциалы Герца: 

 

 

2

0 0 0

2

0 0 0

П ,П ,

П ,П .

э м

pacc

м э

pacc

E k ik

Н k ik

     

     

  

  
                                     (4) 

Потенциалы Герца рассеянного поля отдельными сферами представим в виде 
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где        0 0

, , , ,
, , ,

c p s t c p s t
Е r t H r t    внутренние поля рассеивателя, cV  – объем рассеивателя; функ-

ция  f r r  является решением уравнения 
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удовлетворяющего условию излучения на бесконечности и имеет вид 
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Можно показать, что для точек вне сферы ( r r ) интеграл по объему сферы от функции 

Грина (6) имеет вид 
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где 1 0 0 0, 2k k k     , r – определяет расстояние от центра до  точек вне сферы. 

Поля представим в виде  

       , , ,i t i tE r t E r e H r t H r e  
. 

Будем считать, что вне сфер 1ca  , но внутри сферы возможен резонансный случай 

gca  1, где 0 0 0     – длина волны вне сферы, а 0g c c     – длина волны в сфе-

ре. 
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Внутреннее поле  , ,с p s t     сферы найдем из системы квазистационарных неоднород-

ных уравнений, которые построим, опираясь на интегральные уравнения [2]. Входящее в эту 

систему неоднородное уравнение для внутреннего электрического поля произвольной сферы 

 , ,с p s t     имеет вид 
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Уравнение для внутреннего магнитного поля сферы  , ,с p s t     имеет вид аналогичный 

уравнению (8), если в нем произвести замену электрических величин на магнитные. 

Уравнения (8) представляют алгебраическую систему 
1
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   векторных неоднород-

ных уравнений, где N– общее число сфер решетки, а cN  – число сфер подрешетки с. Решение 

этой системы уравнений для сферы  , ,с p s t     имеет вид: 
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эм детерминант основной матрицы системы уравнений (8). 

Потенциалы Герца (4), рассеянного сферами решетки поля можно представить, учиты-

вая (9) и (10), в виде суперпозиции потенциалов Герца отдельных сфер решетки (5) 
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Здесь        
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где координаты  , ,x y z – точка наблюдения рассеянного поля вне сфер решетки, координаты 

 , , ,, ,c s c t c px y z  – точка нахождения центра рассеивающей сферы (1). Тогда, учитывая (10), 
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где ˆ
cL  и ˆ

cP  – функциональные матрицы вида 
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Величины, входящие в функциональные матрицы (14), имеют вид (1),(12) 
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Поле в произвольной точке пространства, лежащей вне сфер, представим в виде (13): 

     0, , , ,paccЕ r t E r t E r t   

где  0 ,E r t
 
– невозмущенное поле падающей волны. 

Заключение 

Полученные соотношения могут найти применение при изучении рассеяния волн раз-

личного рода выпуклыми многогранниками, при создании на их основе новых видов ограни-

ченных метакристаллов, в том числе и нанокристаллов с резонансными свойствами, и при 

изучении их поведения в различных внешних средах [4], а также при разработке методов мо-

делирования электромагнитных явлений, которые могут происходить в реальных кристаллах 

в резонансных областях в оптическом и рентгеновском диапазонах длин волн [5]. 
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