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ВОЗБУЖДЕНИЕ ОТРЕЗКА КРУГЛОГО ВОЛНОВОДА 
ПРОДОЛЬНЫМ ДИПОЛЕМ, РАСПОЛОЖЕННЫМ НА ЕГО ОСИ

Задача о дифракции электромагнитных волн на отрезке круг
лого в-ойновода представляет большой теоретический интерес 
и имеет обширные приложения на практике. Она тесно связана 
с задачами об антенном вибраторе и -кольцевой антенне. Прово
дящий круглый цилиндр конечной длины является также удов
летворительной электрической моделью многих рассеивающих 
тел. Поэтому данной задаче посвящено довольно большое ко
личество работ [1—5]. Однако /методы исследования ее носила 
существенно приближенный характер [1—3], либо основывались 
на численном решении интегрального уравнения 1-го рода для 
плотности поверхностного тока на цилиндре [4, 5].

В настоящей работе предложен математически обоснованный 
метод исследования задачи о дифракции на отрезке круглого 
волновода (цилиндрическое кольцо) электромагнитных полей, 
возбуждаемых электрическим и магнитным диполями. Стенка 
кольца предполагается бесконечно тонкой и идеально прово
дящей. Для простоты рассмотрен случай, когда диполь находит
ся на оси кольца и ориентирован вдоль нее.

Используя точное решение системы парных интегральных 
уравнений специального вида, рассматриваемую задачу сводим 
к нахождению решения интегрального уравнения Фредгольма 
2-го рода с ядром простого вида относительно преобразования 
Фурье плотности поверхностного тока на кольце.

Это уравнение удобно для численного анализа задачи при 
всех значениях ее параметров. В случае, когда ширина кольца 
мала по сравнению с его диаметром и с длиной волны, для 
решения уравнения применен метод последовательных прибли
жений, найдены с оценкой погрешности приближенные выраже
ния для плотности поверхностного тока и поля в дальней зоне.

Магнитный диполь. Постановка задачи

Рассмотрим случай магнитного диполя с величиной магнит
ного момента, равной т. Введем цилиндрическую систему ко
ординат р, <р, з с осью Оз, совпадающей с осью кольца, и центром 
О, равноудаленным от его кромок.

Можно показать, что при рассматриваемом способе возбуж
дения электромагнитное поле полностью определяется единст
венной отличной от нуля 2-составляющей магнитного вектора 
Герца, которую представим так:

пт = п? + пг>
146



е‘к* „

* Временная зависимость взята в виде е-Ш.

где По =т-н-соответствует диполю в свободном простран- К ,________
стве*\ а —П™ рассеянному полю (/?=]/р2 4- (г—г0)2, г0 — ко
ордината точки нахождения диполя).

Функция ПГ должна удовлетворять уравнению Гельмголь
ца всюду вне кольца, условию на бесконечности в форме прин
ципа предельного поглощения и быть такой, чтобы определяе
мое посредством нее электромагнитное поле удовлетворяло гра
ничному условию на кольце и условию конечности энергии в лю
бой ограниченной области. Эту функцию будем искать в виде

— 00

/8 —
е а (1$. (1)

Здесь и далее в фигурных скобках следует брать верхнюю 
строчку при р а, а нижнюю при р > а; /я (у), Н\ (у) — 
функции Бесселя 1-го и 3-го рода соответственно; #=К 
причем взята та ветвь корня, для которой 1т ^>0 при |»| ->■ со 
вдоль вещественной оси; х=Аа; к — волновое число; а — ра
диус кольца.

Зная х(з), по известным формулам, используя (1), получаем 
рассеянное поле во всем пространстве. Плотность поверхност
ного тока на кольце при этом будет иметь вид

(2)
— "О

где с — скорость света. Таким образом, с точностью до постоян
ного множителя искомая функция х(з) есть преобразование 
Фурье плотности поверхностного тока па кольце и, следователь
но, полностью определяет энергетические характеристики рас
сеянного поля.

Обращение в нуль тангенциальной составляющей полного 
электрического поля на поверхности кольца и отсутствие токов 
на ее дополнении до бесконечно длинного цилиндра приводят 
к следующей системе парных интегральных уравнений, которым 
должна удовлетворять искомая функция х($):

(§)//<’>(₽)/’“^=-4 го)^и<4> (3)V V 4

10* 147



С , . ° , „
I х (5) е (1з = О, (4)

где с1 — ширина кольца.

Сведение задачи к решению интегрального уравнения 
Фредгольма 2-го рода. Приближенное решение для 

узкого кольца
Систему уравнений (3), (4) молено привести к виду, рас

смотренному в работе [6]. С этой целью введем величину 
■посредством соотношения

л и) "л и) = [1 - («)], «ч (^)=о м.
[81.>те

а уравнение (3) заменим уравнением, полученным из него диф
ференцированием по 2, и равенством, которое следует из него 
при 2=0. Используя результаты работы [6], систему парных 
интегральных уравнений (3), (4) можно заменить интеграль
ным уравнением Фредгольма 2-го рода. Соответствующие ему 
уравнения для четной и нечетной х~(з) частей функции 
х($) при этом будут иметь вид

(з) = 7] Р (/) 4 (О Л + у У //<*>  (я) соз 1 Л + 

+ х(0)Л (тр);
. » (5)

X-(8) = 7) У X- (/) ч (/) (г)81п/

о о
Здесь

с!
Г^2а'

МЛ М ~ иА(н) А (АГ-

М = 7Р2-1(М Л М - Мо (р)(X)].

Постоянная х(0) определяется из дополни тельного соотношения

о
а2

2 (а2 + г20)
___ -........  г ___ — ■ I О V у
/ а2 + г02 / (6)

которое получается из уравнения (3) при з = 0.
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Заменим, что функция х~($) определяет решение задачи 
о возбуждении магнитным диполем такого же кольца половин
ной ширины, стоящего на бесконечной идеально проводящей 
плоскости. Магнитный вектор Герца рассеянного кольцом поля 
в этой задаче определяется тем же представлением (1), в ко
тором вместо х(х) стоит ее удвоенная нечетная часть.

Решение интегральных уравнений (5) с дополнительным 
условием (6) при любых значениях параметров задачи можно 
получить одним из численных метбдов. Отметим, что погреш- 
ноств, возникающую при замене (5), (6) уравнениями с конеч
ными верхними пределами интегрирования, нетрудно оценить, 
если учесть эквивалентность (5), (6) системе (3), (4).

В случае узкого кольца можно найти явное решение уравне
ний (5), (6), используя метод последовательных приближений. 
Для выяснения области значений параметров задачи, при кото
рых применим этот метод, удобно перейти в уравнениях (5) 
к функциям

~ ~ _ к
х+(з)=8 2 [х+(«) — х (0) /о (^)|, Х~ (в) = 8 2Х~($).

Решения полученных уравнений будем искать в простран
стве функций Лг(0, со). Можно показать, что принадлежность 
х±- ($) этому пространству обеспечит конечность энергии рассе
янного поля в любом, ограниченном объеме. В пространстве 
Г2(0, со) для норм интегральных операторов рассматривае
мых уравнений справедлива оценка (см. приложение) *

* Правые части данных уравнений принадлежат (0, оо).

||К|| < С7)(1 + Х| 1п х|2), (7)
где С — абсолютная постоянная.

Следовательно, когда ширина кольца достаточно мала по 
сравнению с его диаметром и с длиной волны, ||К||<1 и мож
но 'воспользоваться методом последовательных приближений.

Ограничиваясь в уравнениях (5), (6) первым приближени
ем, получаем для функции х(«) выражение

Здесь 
' 2х 1

X (8) == ОД7о^> 71 2 С1 71 (715) + ° ( 1п т] )' <8)

1 (т()= 1п + 2 + ~ § Но (х) с/х - к/Л (2х) + х/0 (2х) —

I ° I
- А (2х) + X (2х) Яо (2х) - А (2х) н. (2х) ];
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. С 7. /7
С, = ] и н ) (я) 51П I Л = - 1а Ь; е и и<0

Л/Л(х) — функции Струве.
Используя (8), из формулы (2) находим приближенное вы

ражение для плотности поверхностного тока:
/"> =------------™С _■ I—< - 4- С^Ь + О^Чпт))].
+ / 4г2 [1ТГ]А (71) ' 1 С1 Р

Полный ток, текущий по кольцу, при этом имеет вид с точ
ностью О(тр)

1т 1П1С Са РОт , /'0\
~ ~ па*  1(т1) 2кх1(т]) С<?

где Е°т—ф-составляющая электрического вектора поля источ
ника при 2 = 0, р = а.

Из (9) видно, что с уменьшением ширины кольца величина 
полного тока убывает обратно пропорционально логарифму

. г _ . . ..  . .... т .. ~ .1. ...отношения —, а его фаза в первом приближении отстает от фа
зы Е°т на

Из представления (1) следует, что в дальней зоне сфериче
ские составляющие рассеянного поля имеют вид

Е\" = _ щт = _ с05 9) у1 (х з!п 0) 4- 4- О ( —

Н\т = 0 [ — Е\т = Е\т = Н\п = 0.

Здесь использованы сферические координаты г, 0, ф с центром 
в точке О, угол 0 отсчитывается от оси Ог.

Отсюда, учитывая (8), получаем формулу, определяющую 
в первом приближении распределение интенсивности излучения 
по углам:

. с* гт2 1д*1

Из этого выражения следует, что в рассматриваемом при
ближении диаграмма рассеяния узкого кольца при возбужде
нии его магнитным диполем совпадает с диаграммой направ
ленности проволочной кольцевой синфазной равноамплитудной 
антенны. " ’

Легко видеть, что максимум интенсивности рассеянного из
лучения имеет место при 2о=О, т. е. когда диполь расположен 
в середине кольца. С уменьшением ширины кольца интенсив-2
ность излучения убывает пропорционально 1п т].
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Зависимость рассмотренных дифракционных характеристик 
от длины волны имеет осциллирующий характер, кото
рый выражен тем резче, чем меньше длина волны. Из вы
ражения для А (л) видно, что при х 1 осцилляции определяют
ся нулями функции

2
Р (х) = У, (2х) Но (2х) - /0 (2х) н. (2х) - — ‘ тс

Электрический диполь

Перейдем к рассмотрению задачи о возбуждении кольца 
электрическим диполем с моментом по величине, равным р. 
В этом случае электромагнитное поле полностью определяется 
электрическим вектором Герца с единственной отличной от ну
ля составляющей по оси Оз, которую будем искать в виде

П₽ = П₽ + Пр.
е‘кк

Здесь ПР=р_ соответствует электрическому диполю 
А '

бодном пространстве. Функцию Пр, которая определяет
в сво- 
рассе-

янное поле, ищем в таком представлении:

У («)
а- 

е а <18, (Ю)\ 1* /

где у (я) с точностью до постоянного множителя — преобразова
ние Фурье плотности поверхностного тока

оо

К = - IУ = °)-

Из условия равенства нулю тангенциальной составляющей 
полного электрического поля на кольце и непрерывности полей 
вне его получим систему парных интегральных (уравнений, кото
рым должна удовлетворять искомая функция г/(я):

Г 13 а I °°С( Л = — у ] о> Л,
— оо — оо

р а (/
] у (8)е с/8 =0, Щ > -у .

---- 00
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Аналогично предыдущему, вводя величину 62(5) по формуле

ё2 1» (/П (&) = - е2 («)). *2 (*)  = О (5-2)
71 |5|-~

и переходя к четной у+(ё) и нечетной у~(я) по з частям функции 
у(з), эту систему можно заменить эквивалентными ей инте
гральными уравнениями Фредгольма 2-го рода:

СЮ <50

У+ («) = ^ У+ (0 е2 (О <Н — Ч 2" \ё2 н'о} (ё) С08 / “
о • о

(11)
°° 00

у-(5) =^\у- (О ч (О (Н +1 У ё>-нр (8) 51ПI г-±- Г* Л. 
о р

Представление (10) при замене у (я) ее удвоенной четной 
частью дает выражение для электрического вектора Герца, рас
сеянного кольцом поля в задаче о возбуждении электрическим 
диполем такого же кольца половинной ширины, стоящего на 
бесконечной идеально проводящей плоскости.

Замечания о численном решении системы уравнений (5), (6) 
относится и к системе (11). •

Если перейти в уравнениях (11) к новым 'неизвестным функ
циям у ± ($), связанным с у± (.<?) соотношениями

— “ г °°
У '■ («) = 5 У*  («) — А/о М + V 27 I ё2 Н(о1) (ё) С08I 1/^сН , 

О
у- (5) =52 у-(5),

где А — постоянная, определяемая из дополнительного условия

(/)е, (/)/1(т^)Л = А,
6

то" полученные в результате замены интегральные уравнения 
можно рассматривать в пространстве функций Л2(0, со). Для 
норм интегральных операторов данных уравнений будет иметь 
место та же оценка '(7), что и в случае магнитного диполя. Сле
довательно, когда кольцо узко по сравнению с диаметром и с 
длиной волны, полученные уравнения можно также решать ме
тодом последовательных приближений.

Ограничиваясь первым приближением, для функции у (я) 
получаем выражение

У М ~ С, ^с3 + О (Т/ 1п 7!),
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где
» . . Л/а«+г’

с2 ч ё2 Н'Ч (г)соз Л - - 1а3 + р)

поверхностного тока с точностью поряд-При этом плотность 
ка О(т]31пт]) имеет вид

V | 1___1 А
Л\ 2 агй] г

Здесь Сз — —и ^°г—«-составляющая электрического 
вектора поля источника при 2 = 0, р =а. Отсюда 
в первом приближении фаза тока опережает фазу

Из представления (10) получим составляющие 
ней зоне:

следует, что
Ё°гр на

поля в даль-

2/л . . .. е1кг I 1 АЕ\р = НХр = х2 81п Ъу (х соз 0)/о (х 51п 9)------ Ь о!— ;0 г-.» *' (Г Г \ Г1
= ); Е1" = А/'р = Н‘р=0.\ г )' * 0 '

Распределение интенсивности излучения по углам в первом 
приближении определяется формулой

Г = '|Сг|2 8|"2 6 •'о (х 81п б) 11 + 0 1П

Отсюда видно, что с уменьшением ширины кольца интен
сивность излучения убывает пропорционально четвертой степе- 

ани отношения —, причем максимальное значение ее, как и в 
случае магнитного диполя, достигается при 2о=О.

Полученные результаты показывают, что узкое кольцо зна
чительно лучше рассеивает поле, возбуждаемое продольным 
магнитным диполем, чем таким же электрическим (интенсив
ность излучения убывает с уменьшением ширины кольца про
порционально 1п-2п и т)4 соответственно). Осциллирующий харак
тер зависимости дифракционных характеристик от длины волны 
также сильнее выражен в случае магнитного диполя.

При малых х (большие длины волн) диаграммы рассея
ния в обоих случаях близки между собой и приближенно опи
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сываются функцией з1п20. При и > 1 диаграммы рассеяния су
щественно различны, хотя общим для них является отсутствие 
излучения вдоль оси диполя.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Интегральные операторы уравнений для определения 
имеют вид 1

2» 2 12 р 2 р
К(/(5)=^ ПУ^^УД^)^ 0=0,1).

6 о
Заменяя е\(1) на г2(1) и полагая 1 = 1, получаем интеграль

ный оператор уравнений, соответствующих функциям у*(5).
Используя равенство Парсеваля для преобразования Фурье- 

Бесселя и неравенство Шварца, находим
<ю оо | оо в

11*7  « = { \К, / (5)|2 <18 = т)< <188 \ 11 (718;) [ / (/) / е (О X
о обо

ОО ОО ОО

Х^(^)Л|2=712 \<1уу\ ФА^) ^12 = -п2 =
0 0 б

= ^2

Здесь

1

^<1ии
1оо •

С 2
} [(1)1

0 ‘о о о

-ме)=

Следовательно,

|/(/)Л(/)УД^)<//, 0 
о

0, ;>1-

У Лии |е (/)|2У2 (т]/и)й/ .
о о

Учитывая явный вид функции е1>2 (7) и оценивая оставшие
ся интегралы, нетрудно получить неравенство (7).
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МАГНИТНАЯ ПЕРЕСТРОЙКА ОТКРЫТЫХ ПРЕДЕЛЬНЫХ 
РЕЗОНАТОРОВ

В связи с применением в измерительной аппаратуре откры
тых предельных резонаторов представляет интерес исследование 
безынерционной немеханической перестройки подобных колеба
тельных систем. Краткие результаты предварительных исследо
ваний этого вопроса изложены в работе [1], где рассматрива
ется перестройка открытого предельного резонатора пирами
дальной формы при помощи электронного пространственного 
заряда с изменяющейся плотностью.

Возможно быстрое изменение частоты резонатора с помо
щью феррита или сегнетоэлектрика, помещенного соответствен
но в изменяющееся магнитное или электрическое поле. Однако 
частичное заполнение объема резонатора средой с потерями 
приводит к снижению его добротности.

Ниже рассматривается способ перестройки открытых предель
ных резонаторов с помощью магнитного поля, свободный от ука
занных недостатков.

Как известно [2, 3], теоретический анализ открытых предель
ных резонаторов основывается на явлении отражения опреде
ленных типов ;волн от критических сечений в отрезках нерегуляр
ных волноводов. При этом предполагается, что стенки волно
вода являются идеальными и не обладают потерями (оСт = °°)» 
а критическая частота представляет собой резкую границу, по 
одну сторону которой затухание равно нулю, а по другую — 
конечной величине. Физически стенки волноводов имеют доста
точно большую, ню все же конечную величину проводи мости аст. 
Вследствие этого потери в стенках слабо влияют на свойства 
электромагнитных волн в волноводах при частотах, значитель
но выше и ниже критической частоты. Однако эти потери имеют 
заметное влияние в некоторой частотной области, включающей 
критическую частоту данного типа волны, определенную для 
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