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ПЕРИОДИЧЕСКАЯ ЦЕПОЧКА ОДНОРОДНЫХ ЦИЛИНДРОВ 
В ПРЯМОУГОЛЬНОМ ВОЛНОВОДЕ

Рассеяние электромагнитных волн на одном тонком ци
линдре в прямоугольном волноводе рассматривалось в ряде ра
бот [1, 2 и др.]. Определенный интерес представляет случай, 
когда число таких цилиндров очень велико. Подобные системы 
могут найти применение в качестве эффективных замедляющих 
систем приборов СВЧ и длинных линейных ускорителей. Если 
цилиндры сегнетокерамические или ферритовые, то возникает 
возможность управления фазовой скоростью волны в волново
де с помощью статических полей. В то же время малые по
перечные размеры цилиндров обусловливают малые потери 
мощности в системе.

Постановка задачи
Пусть в прямоугольном волноводе, заполненном изотропной 

средой с проницаемостями В1 и щ, вдоль его оси при г>0 рас
положены эквидистантные эллиптические цилиндры, парал
лельные узкой стенке волновода. Координаты центра этих ци
линдров х0, у0, —120, где / = 0, 1, 2,...,—номер цилиндра. Рас
стояние между ними 20 порядка длины волны в волноводе Хв. 
Электромагнитные свойства цилиндров характеризуются произ
вольными тензорами е и ц. Наибольший поперечный размер 
цилиндров Ъ предполагается малым по сравнению с Хв

(й/хв)«1, (1)
что позволяет ограничиться при расчетах лишь дипольным вза
имодействием между ними.

Из области 2<0 падает электромагнитная волна — е1ш1. Не
обходимо найти постоянную распространения нагруженной 
части волновода и амплитуды полного и отраженного полей.

Одиночный цилиндр в волноводе
В общем случае потенциалы Герца, определяющие рассеян

ные поля, равны:

Пэ(г)= -т— П------ 1 ]^ви(г')/(|г-г'|)Ж-',
* ! (2)
(к-

где
V — объем рассеивающего тела;

Еви, Нвн~ внутренние поля;
/(|г— г' |) —функция, определяемая уравнением
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д/ (|Г - г'1) + Л2 е, н/ (|г - г'1) = - 4к8 (|г - Г'|) (3)
и удовлетворяющая граничным условиям на поверхности волно
вода.

Так как размеры цилиндра по оси у не удовлетворяют соот
ношению (1), будем решать следующую эквивалентную исход
ной задачу; на бесконечный цилиндр, находящийся между ме
таллическими плоскостями, падают две плоские волны, получа
ющиеся в результате разложения волноводных гармоник поля:

Е0(г)=^0(р)е ; Н0(г) = Нп(?)е у (4)
Решением уравнения (3) с учетом граничных условий на 

бесконечных плоскостях является диагональная матричная 
функция со следующими элементами:

Л = V" созА_,х| 1Р - р'|);

=т Е Т|5,п 5‘" I ’ - И
Гэ   /м  •’ Гм   Гм 
'33 '11 '22» '22 '33 ~ / 11»

где кх = т^/а-,
2 (г — г,) = — ^тп/г~2у.

Коэффициенты | и равны 1 или 0 в зависимости от располо
жения точки наблюдения по отношению к рассеивающим телам.

Поле внутри цилиндра будет иметь по у зависимость типа 
(4). Подставляя (4) и (5) в выражение (2) и интегрируя для 
т-11 гармоники поля по у в бесконечных пределах, получаем 
компоненты векторов Герца для каждой экспоненциальной за
висимости (4). Складывая по принципу суперпозиции одно
именные компоненты векторов Герца, получаем искомые вели
чины. Компонент П’ имеет вид ‘

П| = соз кх х0 соз кх х 81П куу 2.(г — г{)Х

Возвращаясь к прямоугольному волноводу и удовлетворяя гра
ничным условиям на его широких стенках, получаем ку = пп/к.

Компоненты электрического и магнитного векторов Герца 
представим таким образом:

П*  = С?1а/1а; П“ = 4/2«/2«> (6)
где

— 2к Двд 1у^»н(Р)<'РЛ—ё^пый
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НТ" -Ч^внСЮ^^пад 
2 К <1 \ А, /5\ П /

— дипольные моменты рассеивающего тела;
5 — площадь поперечного сечения цилиндра; 

Л л
р — матрицы рассеяния;

2?пад, М;ад—падающее на цилиндр поле;

/\х = Д- 1соз к* хо соз кх х з!п куу] 2 (г — г,); 
а тп гтп

/1у = Л ЁГ- [8‘п кх х0 31П кх X соз ку у] 2. (г — г^, 
а тп Ртп

11г=~И — [з!п х0 з!п кх X 81П куу] I (г — г^; (7)
а тп Гтп

а 2та V 1 . . . , ., чЯ = -ц- 2и д— [соз кхх0 соз кх х соз куу] 2 (г — г,); 
а тп гтп _______ ~

?2х = Л/ Лу = Ътп = VЙ'2 е1 Н - Л’ - к*.

Периодическая цепочка цилиндров в волноводе
При решении этой задачи воспользуемся общими положени

ями работы [3], в которой рассмотрена лолубескоиечиая цепоч
ка эллипсоидов в прямоугольном волноводе. В итоге получаем 
формально те же уравнения, связывающие компоненты полного 
среднего поля в волноводе, однако теперь матрицы, входящие 
в них, б|удут иными. Эта система уравнений имеет вид
Л.тп Ет№ е~^‘ = //, тп Етп0 е~^тпг01 + {[(Ртп)гй §кг АГр - 1к^ X
х (Ртл)(Л^С^Е/’.т,п.^,л.(0) + [(Ртп)1.й^гВгр- 1к^тп)^ 

т'п'
, Г С ^т'п’

х ркг огр] х

х(1+____ /51пФ°_____ И (8)
V со8Ф0-созМ»'г0 Я

/}’,гап^Л(°) + {[(Ртл)!йрйг Сгр + X
X (5ял)гй^г АГР] Е/^п.^т,п. (0) + [(/?тл)/йРйгОгр + 

т п
+ ^Л5тп)1кёкгВгр]^Лт.п.НРт.а. (0)} X

' е-^т:’^ _ ог(/ / /81пФ0 у
1—\ СОзФ0 — СОЗ 0,п-л> г0 /] '
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Временная зависимость, одинаковая для всех полей, опуще
на. Здесь в роли переменной а выступает номер рассеивающего*  
тела I, ближайшего к рассматриваемой точке; /,-,т ■— значения 
собственных функций волновода в центре цилиндра; Чг0 — фазо
вый сдвиг среднего поля между двумя соседними цилиндрами;

Л Л Л л
Е„-,по, Нтпо — амплитуды падающего поля; Р, ($, В и 8 связы
вают рассеянное цилиндром поле с его дипольными моментами

ЛАД Л
(6) и определяются функциями (7); А, В, С и О определяют воз
буждающее тело поле через полное среднее поле в этой точке.

Число этих уравнений равно числу гармоник поля, для кото
рых величина ртя вещественна. Система (8) распадается на' 
две группы независимых уравнений, поскольку переменная I 
входит в виде множителей ехр (—I ЧХ) и ехр (—1$тПг01). Первая 
группа уравнений, содержащих слагаемые, пропорциональные 
ехр (—г’ЧИ0/), позволяет найти дисперсионное уравнение нагру
женного волновода. Вторая группа уравнений, слагаемые кото
рых пропорциональны ехр (—1₽т«20/), определяет амплитуды 
полей в волноводе через соответствующие амплитуды падаю
щей волны.

/7ю—волна в волноводе с цепочкой ферритовых цилиндров, 
подмагниченных вдоль своей оси

Магнитная проницаемость цилиндра в этом случае задается 
тензором:

(р 0 — 1а. \
0 Чз 0 )• (9|

1а 0 р у

Подставляя в (6) внутреннее поле цилиндра [4] и тензор 
Л Л

(9), получаем матрицы # и р, ненулевые элементы которых

5 { \ «5
е = ^-2;(а + *)^  ^-НИ(^ + ^)Х

X со5а<р 4- (др + ар1)з1п2 — а2 (а соз2<р + дзШ2 <?)};
(Ю)

Р1з = —2- (а + и? Д”— ~ Ь>* 8*п ?С05'?-
-гарДа + д)};

Рзз= 2к (а -Л) р2 Дм ~ [(а|Х + 5‘П*? +

+ (др + ар^ соз2 <р] — а2 (а 81П2 <р + д соз2 (<?)}, 
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где а, Ь — полуоси эллипса;
<р — угол между большой полуосью Ъ и осью волновода г;

дм _ <а1*  + + АЪ) — «2а/>
° ~ (а + д)«(л? ’

Первая группа уравнений системы (8) имеет вид
/э (1 - ДПФ) ЕУ (0) - /*  Д12 Ф Нх (0) - Д13 Ф/Д (0) = 0;
- Д21 ФЕ  (0) + /« (1 - Д22 Ф) Нх (0) - /“ Д23 Ф/7г (0) =0;*

- Д31Ф Еу (0) - % Д32 ФЯ  (0) + /«(1 - Д83 Ф) Я2 (0) = 0, 
где

*

1Т, , , гз1пФ0 . п ,,— 1 "Ь с08 цг _ С08 я? ’ Д11 ^згМ»\_Оо I о — 11)о г*0
р

112 =----- д^-(₽Рн + ^жР31С1е^* 0);

р
Д1а = - дД-(₽Аз + ^жАзС1ёЛхх0); ПО

4=---- ^-Д»Р’ ^Р = -^-с1ёкхх0^р;

д=1 + — 1ей2е1Н + ₽2Ри + ^р«|С1е2^хо + ^Ах(р31 —

— Аз) Р22 = - дгр 81П2 кхХ0.
Здесь и далее опущен индекс основной моды колебаний.

Данная система линейных алгебраических уравнений имеет 
нетривиальное решение, если ее детерминант равняется нулю. 
Из этого условия получаем дисперсионное уравнение нагружен
ного волновода: СОВ Фо = СОЙ Р.2О-Н(Л —1) 8Ш Фо. (12У
Выражение, стоящее в скобках, ~5/й Хви является малой возму
щающей величиной. Поэтому, если зт р^о =?Д 0, то решение урав
нения (12) можно записать так:

*' Фо= ₽2о+б, где д ₽20.
Из (12) получаем для б следующее выражение:

8 = I (Л — 1) = 14 81П2 кх х0 + ₽2рп зш2 кх х0 +ир
1Вк

+ кх2р3з соз2 кххй + -у^(рз1 — Аз) 81п 26Лх0.
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Отсюда следует, что нагрузка волновода периодической це
почкой топких ферритовых цилиндров приводит к изменению 
фазовой скорости волны, которое зависит от внешнего подмаг
ничивающего поля. Это изменение невелико и по порядку вели
чины равно 5/йХв, однако на больших расстояниях суммарное 
изменение фазы волны может быть значительно.

Для определения амплитуд полного поля служит вторая 
группа уравнений системы (8), которая с использованием (11) 
выглядит следующим образом:

д п еу (0) + р'х д12 н*  (0) + д13 н*  (0) =

/э Д21 ЕУ (0) 4- /“ Д22 Нх (0) + Д23 № (0) = вщ-

ЕУ (0) + /«д32 Н*  (0) + Д3, Я*  (0) = ВИ’-,

где В = е-^о~?г)о — 1.
Эта система является линейно-зависимой, так как компонен

ты поля связаны соотношениями для однородного волновода. 
Решая ее с учетом того, что б С рзо, получаем

Д>(0)=(1
Полное поле в точке з=/зо найдем по теореме Флоке:

ЕУ(г) = (1
Рассеянное 1-м цилиндром поле, согласно [3], можно пред

ставить так:
= рСг, Е + ВН)- 1кр.&(г, ^р(СЕ + Ъну,

Н^г) = ₽ (г, /Д р(СЕ + 6 Я) + ^е15(г, ё(А ~Е + ВН).
Просуммировав найденное отсюда рассеянное поле по всем ци
линдрам, получаем отраженную волну

= - </Мп [аг,,''611X1Л° “ Р Р" 51п2 /г" Г° +

4- к*р м со&2кхх0 + (Рз1 + Р1з) 51л 2Алх0]Еу е^г+го’. (13)
Коэффициент отражения имеет величину порядка 5/йХв 

и сдвиг по фазе, равный рзо- При г0=«Хв/2, в1п рзо=® и в вол
новоде устанавливается режим стоячих волн. •’

Для круглых цилиндров выражения (10) значительно упро
щаются. Подставив их в (13), получаем коэффициент отраже
ния от цепочки круглых цилиндров:

/ в \ Р***  — Р? —к2 ------ 1 81П2 т---;---- ту----- X
• ^8шРг0[ 1Г \ «1 / (Р-1-Н1) —а

ХС^^соз2 клхй— р281п2 А(.х0)]. (14)
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Если е или ц2—а2/ц имеют большую величину, то внутри тела 
длина волны может оказаться соизмеримой с его поперечными 
размерами. При этом выражение (14) остается прежним, если 
е, ц и а заменить на их эффективные значения. Используя ре
зультаты работ [5, 6], получаем

р,(|Х2 —а2)
,,фф ' х/„и ’ 1‘,фф !>= — а"Е- (ж)

Я(ж),Лэфф р _ аз рг

где 5(х) = ж|/,(х)‘-/!(х)|; К-(,.>-«■)/«
/п(х)—функция Бесселя п-го порядка. При данной ориентации 

цилиндров относительно стенок волновода в системе мо
гут иметь место лишь мдсн-итные резонансы, определяе
мые условием рЭфф+Ц1= аЭфф. Коэффициент отражения 
принимает бесконечно большие значения.

Дисперсионное уравнение (12) справедливо и в случае на
грузки волновода резонансными цилиндрами, однако величину, 
стоящую в скобках, уже нельзя считать малой. В этом случае 
решение уравнения (12) можно представить в виде

иг _ С08 ₽2«±/”84 + 5281П2 ?г0 соз ---------------- р-р- .

В чисто резонансном случае б -*•  со ив волноводе устанавли
вается стоячая волна.

Положив в (13) а=0, получаем случай изотропных ци
линдров.
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