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МОДИФИКАЦИЯ «СВЕРХБЫСТРОГО» 
АЛГОРИТМА РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЯ 
ПУАССОНА ДЛЯ ТРЕХМЕРНЫХ ОБЛАСТЕЙ 
ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ ЭЛЕКТРОННЫХ 
ПРИБОРОВ. Ч. И.

Описанная в первой части методика решения уравнения 
Пуассона в прямоугольной системе координат может быть раз
вита и для трехмерной криволинейной области. Особый интерес 
представляет решение этой задачи в связи с тем, что в боль
шинстве приборов магнетронного типа (магнетрон, лампа бегу
щей волны М-типа, лампа обратной волны М-типа, митрон и др.) 
пространство взаимодействия представляет собой коаксиальную 
полость. Поэтому ниже приводятся соотношения для использо
вания алгоритма «сверхбыстрого» решения уравнения Пуассона 
в такой области и обсуждаются некоторые пути, позволяющие 
сократить время вычисления полей пространственного заряда.

1. Цилиндрическая геометрия пространства 
взаимодействия
Исходные соотношения

Ищем решение уравнения Пуассона в цилиндрических коор
динатах

1 д I дУ\ , 1 дЮ . дЮ г . . ...г дг дг ) + л2<У + дг2 ~ Р

внутри кольцевого сегмента:
Гс < 2 < Га\

0 < <р < 9;
0 <г <№ или 0<2<Г, 
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где гс — радиус внутреннего цилиндра — катода;
га — радиус внешнего цилиндра — анода, коаксиального с 

первым;
0 — угловая длина основной волны периодического азиму

тального возмущения;
Г— линейная длина основной волны продольного возмуще

ния или осевая длина системы. "
Наличие нечетной производной по г не позволяет сразу при

менить метод Хокни, поэтому заменой переменных [1] '
<р = х, г = гсе«, [ = г2 Г

преобразуем (1) в уравнение
дю . , .. ' . /п%
дхг ду* дг*Г ~ ^Х* V’ №

для прямоугольной области [О, Ц О, Н; О, VI [1 = 6 и Н = 1п — 1 

с граничными условиями (2), (7) [3].
Преобразование (2) по семиточечной конечно-разностной схеме 

на пространственной сетке Л/хМхТУ приводит к системе алгеб
раических уравнений:

а2 (^Л-Н, к, I + У1—1, к, /) + *+1, 1 + 1Д, к-1, о +
+ ₽*  (^1, к, <4-1 + 1Д, к. I—0 —2 (1 + а2 + р!) (3)

= Гк ,в отличие от (8), [3] зависит от индекса к,
которая должна быть решена совместно с соотношениями (10)— 
(15) [3].

Алгоритм решения

а) Двумерный Фурье-анализ проводится на всех ярусах (к) по 
индексам I и I и преобразует систему (3) в ряд независимых сис
тем уравнений относительно Фурье-коэффициентов:

1сс] (СС1 1сс1 1сс1
1/Ьб| (0) 1/185) I 1/1581 __ А»3®/ /,п’ /. *+1. п» ~ л/, к, т V ), к, т Т ’ I. к—1, т — Ф/, к, т> (4)

где
Х(/%. т = 2 [ 1 + а» (1 — соз (1 — соз )], (5)

а все остальные обозначения и диапазоны действия индексов /, 
пг, с, в — такие же, как и в первой части статьи (3).

При этом вычисляются преобразования Фурье
распределения зарядов

(6) 
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и граничных потенциалов
|“1 1*1

в общем виде представленные выражениями (21) — (23) [3] и зна
чениями ^Цк.т по соотношению (5).

б) Циклическая редукция проводится по индексу к для всех 
Фурье-гармоник / и т по алгоритму, представленному в рабо
те [1].

При этом на г-м цикле прямого хода редукции получаем сис
тему (индексы /, т, с, 5 опущены)

а^Ук+2г - ^Ук + №УЬ-г = Ф*Д  (7)
последовательно вычисляя по рекуррентным формулам для каж
дого г = 0, 1, к

= а* 7 ; У к — йк \^к—2г) ;
.(г+1) (г) (г) (г) .ЛГ) (Г)

— ^к Р'й 0/г-{-2г * к &к—2Г> (о)

ф»'+” = фй + Л''ф»+2' + У»'’ф»'+; 
«Г» = Й+1> = УЙЙ+,

где
а10) = ^0)=1; к = 2г, 2-2Г, М—2Г.

Здесь желательно использовать возможность сокращения 
операций, изложенную в примечании к 1 части статьи.

После решения системы р~1 уравнений, полученной на К-м 
цикле редукции, на обратном ее ходе, пользуясь соотношением

Ук = (а^Ук+2г + Ь^Ук-2' - (9)
где
г = Ц — 1, К— 2, ..., 1; к = 2г, 2Г + 2Г+1, 2' + 2 • 2'+\ М—2Г, 
вычисляем значения гармоник на остальных промежуточных яру
сах.

в) Двумерный Фурье-синтез на всех ярусах проводится по ин
дексам / и т и является конечной операцией алгоритма, опре
деляющей значения потенциала в узлах сетки.

В случае периодических ГУ (13) [31 общий вид преобразо
вания таков:

1^1, к. I — "4 (Го, °к, 0 + (—1)'Г%2, к, 0 + (—у/2 +

+ (—1) ‘ Ун’/2, к, у/г) + "2 [(^ к, 0 + (—1) Ук, у/г) X
2 /=1
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У/2—1 Г 
хсо5^+(П^о + У8/,^^)зт^ + 4 2 (Уо’Ат + 

/п=1

+ (~1)Ш. к, т) С05 + (7^ к, т + (-1)%/2, к. т) 51П +
У/2— 1Л’/2-1Г/ „ „ ,д „ ,

, V V I ,7С>с 2тч/ 1 т/5. с „■ 2г4]\ 2г.1т4" Л| Л I ' С08 —ту г V [' к, т 81П —ту- IСОЗ —р-
т=1 /=1 '*  /V у к

. /Т7с. з 2ш/ I 1/5.5 ■ 2«Д . 2~1т ,,п,
+ I V /, к, т С05 —у 1“ V/, *, т 81П —уу- I 81П —р— (10)

6=0, 1,2, .... М; /=0, 1......... N — 1; 1 = 0, 1, 2........... 7—1).

В случае нулевых условий (11) [3] для четных I = 0, 2, ..
V — 2 имеем

У[, к, I = + (—1)//2Уо, *,  т+У/2 + (—1)‘ (УN/2, к, т +

N/2—1 
+ (—1)(/2№/2. к- т+У/г)] + 2 (УС/, 

/=1 .
к. т + (—1)//2Г/, к, т+У/2) X (11)

X СО8 + (V8/, 1, т + (-1)'/2Ул к, т+У/г) 81П 81П

У/, к, /=(—1/ 1 4 (Уо, V У/2 + (—к,
У/2-1

У/г) X
/=1

Л/С.5 2«7 , 1/5,5 . 2мА ,X IV/, к, У/2 СО8 + V/, к, N/2 81П -ду2 I +
^/2—1 (+ 2 Х^[(Го.кт + (-1)Ш^)51П^ +

\ гЛт ,,+ У/2)СОЗ-р- -|-+ (-1)'-1'2 х (Уо, к. т+у/2 + (-1)^;2,А,т>.
Л^/2-1 / ,.\

+ 2 ^Гй.тСО8^-/ + У5/.^.т51П^^1П^-+ (На)

, , ,,,/„5.5 2ли , ,.8.5 . 2шЛ Т.1т I
+ (—О' /2 I V/, к, т+У/2СО5—^- + V/, к, т+У/2 ЗШ 1СО5 -р- |

(1 = 0, 1, .... IV —1; к =0, 1, 2........... М).

При выполнении условий симметрии (12) [3] суммирование 
проводится только по нечетным т для 1= 1, 2, ...,N12.

Преобразование обычно осуществляется по схеме БПФ 
с учетом (10) и (11).

108



2. Применение неравномерной сетки

Введение в некоторых случаях неравномерной в поперечном 
^-направлении сетки, например, для узкого ленточного или тон
кого трубчатого пучка, позволяет несколько сократить время 
вычислений.

При этом система разностных уравнений, полученная пре
образованием исходных выражений (1) [3] или (2) на сетке 
с неэквидистантными ярусами, имеет вид

1 (^Л-Ц. к, I + к, /) + (^I, к, Н-1 + УI, к, г—1) +

+ л-н, I + а—1,1 — 2 (1 + а*аА-1  +
+ Ма-0 к, I = Д°А, I, (12)

&Уь Аук
гдеа*=д^,  рА = ——для прямоугольной геометрии;

Ду. Ду.
=гсеук — для цилиндрической геометрии;

(0) 2Дг/а_ 1 (0) 2Д«/а ,0) .4 - 4 “ : А »■ <=■

а ^ук — переменный шаг сетки, или расстояние
между горизонтальными ярусами сетки.

После двумерного Фурье-анализа по индексам I и / получаем 
систему уравнений вида (индексы гармоник опущены)

40)Уа+1 - А0)Ук + Ь(к0)Ук_1 = Ф10), (13)
где .

№ =2(14- ала*-! (1 + СОЗ + РаРа-1 (1 + соз ^)], (14)

и данная задача сводится к предыдущему случаю — см. (7) и (8).
В заключение, не вдаваясь в сравнительный анализ других 

методов, рассмотрим особенности приведенного здесь алгоритма.
Алгоритм абсолютно устойчив, так как он базируется на пря

мом (а не итерационном) сеточном методе и так же, как и двух
мерный вариант, обладает хорошей точностью.

О быстродействии можно судить по общему числу выпол
няемых арифметических действий. Так, 1-й вариант требует 
примерно М X N X У X (1,6 +3,5 1о^г(№У)) обобщенных ариф
метических операций, а варианты 2-й части на — (3,51о§2Л0 X 
X М X N X У операций больше, но являются более простыми 
в программировании, к тому же этот «излишек» в ряде случаев 
может быть скомпенсирован введением неравномерной сетки 
с меньшим количеством ярусов.

Необходимо отметить, что в первом варианте алгоритма по
следовательность преобразований по х и г можно поменять 
местами между собой, тогда вторая операция циклической 
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редукции будет проводиться в х-направлении, и общее чис
ло обобщенных операций пропорционально МЫУ (1,6 -Н 
+ 3,5 1о§2 Г2У)- Это имеет смысл, если число дискрет в попе
речном направлении меньше, чем в продольном, т. е. V < N.

Алгоритм позволяет экономно использовать память ЭЦВМ, 
так как почти все преобразования исходного массива Ц.ьЛ 
с размером М X N X V могут осуществляться «на месте» без су
щественного увеличения объема ОЗУ. Однако во многих случаях 
такая величина преобразуемого массива является чрезмерной, 
поэтому данный метод желательно применять при расчете на 
ЭЦВМ с большей емкостью оперативного запоминающего уст
ройства.

Громоздкость алгоритма исчезает после составления и от
ладки программы.

Предложенная нами модификация алгоритма расчета полей 
пространственного заряда в трехмерных областях может при
меняться при моделировании довольно широкого класса задач 
электроники и физики плазмы наряду с другими известными 
методами.
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УДК 621.372 В. Г. Шульга, канд. техн, наук,
Н. С. Крендюкова

К ЛИНЕЙНОЙ ТЕОРИИ М-У-ТИПА
ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ ЭЛЕКТРОННОГО ПОТОКА 
С ПОЛЕМ БЕГУЩЕЙ ВОЛНЫ

Теория гибридных приборов находится в центре внимания 
специалистов по электронике сверхвысоких частот. Совмеще
ние нескольких механизмов в одном приборе позволяет полу
чить более эффективные параметры: высокие коэффициент 
усиления и к. п. д., широкую полосу пропускания [1—5]. До
стоинства прибора М-1 по сравнению с прибором М-типа—осе
дание «отработавших» электронов происходит на «гладком» 
коллекторе, что значительно облегчает теплоотвод; что элек
тронный поток движется в области высокого значения напря
женности поля волны, что обеспечивает более высокую 
эффективность взаимодействия электронов с полем.
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