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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ ОПИСАНИЕ УСРЕДНЕННЫХ 
ПЕРЕМЕЩЕНИЙ ЭЛЕКТРОННОГО РОТАТОРА 

ВНУТРИ ВОЛНОВОДА, ПОГРУЖЕННОГО 
В АДИАБАТИЧЕСКИ-НЕОДНОРОДНОЕ 

МАГНИТНОЕ ПОЛЕ

Содержанием настоящего сообщения является распростране
ние математического .метода усреднения характеристик гироре
зона ясного винтового движения .разреженного потока электронов

[1 и др.] на системы с плавно 
меняющимся направляющим маг
нитостатическим полем (см. ри
сунок), при помощи которого 
осуществляется управление про
цессами электронно - волнового 
взаимодействия в гироприборах 
с целью оптимизации их рабочих 
параметров.

Задачи с существенно неодно
родным а д и а б а т и ч е ски-и з м ен я-

ющимся магнитным полем уже рассматривались ранее [2 и др.] 
применительно к резонаторным гироприборам осесимметричной 
конструкции. В нашей работе новым является: во-первых, рас
пространение методики усреднения на адиабатические системы 
с бегущими волнами; во-вторых, охват общего случая простран
ственной .конфигурации адиабатического .магнитного поля с при
оритетным направлением и, в-третьих, построение усредненных 
уравнений гирорезонансных режимов в рамках строго-реляти
вистской теории. , .

Первое обстоятельство в комментариях не нуждается. Второе 
обстоятельство важно для некрупных решений гироприборов, 
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к которым относится, например, гиро-ЛПВ /в (плоской однокас
кадной [3] и многокаскадной [4] модификациях. Третье обстоя
тельство обосновано 'появлением проектов [5 и др.] гирорезо- 
нансных приборов, использующих существенно релятивистские 
винтовые электронные потоки. Для таких приборов может ока
заться необходимым последовательный учет как продольных, так 
и поперечных перемещений ведущих центров электронных рота
торов.

Винтовое движение электрона в адиабатически-неоднородном 
стационарном магнитном поле

Начнем с тривиального случая полностью однородного маг
нитного поля Мх = Му — 0, Мг= М ='соп81. Релятивистское вин
товое движение электрона в таком поле описываетсй известными 
соотношениями:

с1 (тих)/(1т + = 0;
(1 — (к>х — 0;

д. = 0,
(1)

где ух,ъу,ъг—декартовы компоненты скорости частицы; 
т — ее релятивистская масса;
т — продолжительность движения;

С=|е|М, |е| —заряд позитрона.
Решением системы (1) является

х = Х( + п соз (&/ + Ст~1 т);

У = V/ + Г131П(&(- + С/прЧ);

г = 21 + Ъц Т,
(2)

где X/, К;— координаты оси винтовой траектории;
2,, &/—ее радиус и начальная геометрическая фаза;

Стгх —гирочастота;
I — индекс начальных условий.

Допускаем теперь плавную неоднородность магнитного поля 
с приоритетным направлением. Предполагаем, что на некоторой 
прямой х = х0, у = уо, параллельной оси а, поле имеет вид Мх = 
= Му = 0, Мг =М(2), а в «линейной» окрестности этой прямой 
описывается как

Мх — — 1а (х — х0) + 1> (у — Уо)1 М (2);

Му = — [й(х — х0) + (1 — а)(у — у0)\М' (г); (3)
М2 = М(гУ 
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где штрих означает дифференцирование по г, а и Ь — пара кон
стант, подлежащих конкретизации в каждом отдельном 'случае. 
Например, при Ь = 0 реализуется магнитное поле с эллиптиче
ским типом симметрии относительно плоскостей х = х0 и у=уо, 
из которого .в, частных 'случаях а = 0 или а=1 получаются поля, 
однородные в х- или (/-направлениях, а в случае а=’/2 получа
ется поле с осевой симметрией.

Составляем соответст1В|ующую полю (3) систему уравнений 
движения электронного ротатора.,

с1 (т1ъх)+ Сг»у ф 0гъ2 [6 (х — х0) ф (1 — а)(у — (/0)1 = 0;
а (т, Уу)/с1т: — (хц — О'ъг [а (х — х0) ф Ь (у — у0)1 = 0; (4)

а (т^/ск — С'ух [Л (х — х0) ф (1 — а) (у — у0)] ф
Ф С'оу [а (х — х0) + Ь (у — »/0)] = 0

и решаем ее способом вариации произвольных постоянных, т. е. 
с помощью замены переменных

х = Хфгсоз»; у=Уфг81п»;
, ух = — Отт1 г 81П »; = Отт1 г соз », (5)

диктуемой структурой тривиальных решений (2).
Подстановка замен (5) в первые два уравнения системы (4) 

дает

г = — О1ЧО {г [1 ф (1 — 2а) соз 2» — 2Аз1п 2»] —• 2 [а (X — хв) ф
Ф Л(У—(/0)) соз» —• 2 [2>(Х —-х0) ф (1 — а)(Х — (/0)] зш »}; (6) 

0 = О/т/+ 6,20г {г [(1 - 2а) 81п 2» ф 2Ь соз 2»] - 2[а(Х - х0)ф

ф Ь (У - Уо)]5Ш& + 2 [Ь (X - х0) ф (1 - а)(Г- у0)] соз»},
где точкой сверху обозначено дифференцирование по т.

Привлекаем теперь метод усреднения, состоящий в прибли
женной замене дифференциальной системы с малыми слагаемы
ми в правых частях, содержащими быстровращающуюся фазу б, 
па сглаженную систему, получаемую из исходной путем усред
нения этих малых слагаемых по явно входящей быстровращаю- 
щейся фазе б. Вместо уравнений (6) получаем простую систему 
адиабатического приближения

г*=-(6/2С)г;  & = О/пГ‘ (7>
с (решениями

т

^ = ,7^=; »=»,+ ?!-ф = ^-1' <8>
/1 + ф /П/ 4 ‘ т О(
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Далее формулируем условия 'совместности замен (5) (произ
водные по времени от выражений для координат должны в точ
ности давать выражения для окоростей):

X + г соз $ — г& з1п & = — гбтТ'ып &
У + г 51П & 4- г $ соз & = гСтТ1 соз & 

и привлекаем соотношения (6). Получаем систему 
X =(6/С){г[(1 — а) соз& — Аз1п&] — а (X — х0) — Ь(У — у0)};

(10>
У <=^(0/0) [г (а з1п & — Ь соз ») - Ь (X - х0) - (1 - а) (У - у0)], 

которая в адиабатическом приближении редуцируется

Х + (6/6)(а(Х-х0) + ^(К-уо)]=О;

(9>

виду

Г+(д/О)[Л(Х-ж0) + (1-а)(К-у0)) = 0, 
допускающему аналитическое решение

X = х0 + I(*<  - х0)сЬ [/(2а-1)2 + 4й21п

V1 + Ф I Ь И1

(Н>

(2а-1)(Хг-х0) + 2дС 
. .. V (2а-1)2 + 4А2

(12>

(У, — у0)сЬ /(1 — 2а)2 + 4/>21п

и 2а)(Г; Уо)+2*(Х/Х о)5Н _2а)2+4621п
/(1+2а)2+4д2

Подставляя теперь результаты (8) и (12) в представления 
(5), записываем итог: _

соз -) [ (1 + Ф)^

О
(13>

у = Уо + _I

У = У+ 51П $/ +

1

1

к

1

1

] (1 + Ф) ; 
о _

Г/р1
Ш1

/1 + фз!П &Д + ф) (к ;

^ = ^Г|Л1 + <1,С08 | (1-)-ф)</т . 
о _

т1 2
О
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Наконец, преобразуем последнее уравнение системы (4) 
к виду
2-огг>г = 26'пГ'{ъх[(Х —ха + гсо5&) 4- (1 — а) (У — уа+ Г81’п »)]—

— цу [а (X — х0 + г со8&) + Ь(У — у0 + г з!п &)]} (14)
и попользуем соотношения (8) и (13). После выполнения усред
нения получается уравнение адиабатического приближения

2,пгп2 = — О О<г2тУ (15)
с решением_____________

= + Уъ2г1 — фб? г2 т~2, (16)
причем перемена знака дрейфовой скорости ^г. наступает по до
стижении электроном плоскости магнитного зеркала, в которой 
подкоренное выражение (16) обращается в нуль. Система соот
ношений (12), (13) и (16) представляет полное описание вин
тового движения частицы в адиабатичеоки-неоднородном маг
нитном поле рассматриваемого типа.

Возмущение винтового движения силами 
высокочастотного поля

Совместное воздействие адиабатически-неоднородного чисто 
магнитного и переменного во времени электромагнитного полей 
на электронный ротатор, перемещающийся в волноводе, описы
вается дифференциальной системой:

(Иглица- 4-Сгг\4-6[6(х — х0) + (1 — а) (у- у0)] =

а (тъ^/ск — Оих — С[а(х — хи) + Ь(у — у0)| =Ду; (17)

(1 {туг)/(1х — О (пл/пг) [Ь (х — х0) + (1 — а) (У ~ Уо)1 +

+ О (Уу/ог) [а (х - х0) + Ь (у - у0)] =

где / = {/х, 1у,/г} — вектор силы нестационарного поля.
Для решения системы (17) применяем замену переменных, 

диктуемую структурой решений (13) стационарной задачи:

Г СОЗ 9 Г 81П 9
/1 4- ф

^---^-1/181п9; оу=^/1 4-ФСО8&, (18)

где обозначено по типу выражений (12)

(Х-ХО)С11 К(2а — I)3 4-4У21п-у-====-
V 1 4-ф
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(2а — 1) (X — х0) 4- 26 (У — у Л______________
И(2а — I)2+ 4+ 5П [У(2а ~ О2 + 46" X

X 1п (19)

У= Уо + {( У - ^0)сЬ Г 71 -■ 2а) + 162 1п +
V 1 + Ф 1 I И 1 + -I

(1---- _2а)(22_ Уо) + 2^И=^)5Ь ]/Ц_2а)2 + 4^-1„ 1 = 11
И(1—2а)2 4-46* к ' /1+Й

Подстановка замен (18) впервые два уравнения системы (17) 
дает
Г = — —(у_соз& + ойх"|\ [(2л — 1) соз 28 + 26 з!п 20] +

. О;/! ф 2(1 + ф)к ' 1 11
+ п/-■■/■ {(X — х0)(а соз» 4- 6з1п&) +( У — уй) [6соз& +

V 1 4- ф
4-(1 — а) з!п &]}; (20)

•= 6/(1+ф) Лсо8& + /у31п& ф [(1—2а) 81п 2&+26соз2&]
™ гОУГ+ф Т---------- 20 +Ф)----------- +

{(X —х0)(6 СО8& — аз1п&) 4-(Г—г/0)[(1—а) соз& — 

— 6 81П &]}.
Далее формулируем условия совместности замен (18) (про

изводные по времени от выражений для координат должны 
в точности давать выражения для скоростей):

дХ ■ .дХ • ГСО8& Н> 81п & фгсозй
дХЛ+0Г1 + ^р + /г+ф “ о Пн ~ 2 (1 ч-ф)3/2 “

т 81п

дУ дУ -г дУ • г зш &
мх+5г1 + Н+РТТ5

Г&С08& фг81П$ 
+ уТ^-2(14НН

(21)

гО,И 1 + ф <.
=------------ - соз &т

и -привлекаем соотношения (20), Получаем систему уравнений
для описания движения ведущего центра ротатора:

сЬ [ И(1 -2а)*  + 462 1п ■_!__ :1 +
0/И1 + Ф 4 ’ И1+ Ф1
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1(1-2а)/, + 2йА-л_____________ зЬ /(1 - 2а)2 + 4й2 1п
/(1 -2а)2 + 4д2

У=-------1 —

о/И+ф
811 /(2а-I)2+ 4^1 п

/(2а-1)2 + 4Л2 ' 7

I)2 +4Й2 1П

(22)

1

где многоточия заменяют несущественные для дальнейшего из
ложения слагаемые, чисто периодические по ■&.

Наконец, подставляем замены (18) в последнее уравнение 
системы (17)

+ 1<гт = [г— (Г СОЗ & \ /
X - ХО+ + (1-Л) У~У<^

1 1+Ф/ V

, Г 81П& \1 . . , Г , Г СОЗ 11 \ /
4” _. _. I 51П О’ (I I -Л — ^о~Ь —г- 1 - ) “Ь & ( —1/оН-

V 1 + ф / I \ У 1 + ф/ \
4- -/8Ш.-/)1соз& Ц^-/ТТф6 (23)

/1 4- ф /] I тъг 1 т ' '

и отдельно дифференцируем выражение для массы как сложной 
функции времени с промежуточным аргументом V (модуль ско
рости)

т —т (у) =т (/а2 4~ т~2 г2 О] (1 + Ф). (24)

что приводит к соотношению
■ Г Ли , Л?,„ , ,,] - 
т ”й+ ^<1 + *>

• гС2! . г2 С2/ Г-/(1+Ф) + Ф{7Г-Г- 
т2 2ш2 (25)г

Решая совместно систему уравнений (23), (25) относительно 
т, и исключая затем г на основании 1-го равенства (20), 
получаем результат:

= _ (Л81П& —/уСОЗ&)т~1г0г/1 +ф—.

‘ V [т + (а'-ц/б/т)-1»] ’

V,— ОТ2 + . , , ■■ ( (/х 51П » — /у СОЗ &)---------7Д-7Д Л +2 (с1у йт) ] (и у ’ тг<(с1у с1т)

, г*а?(1 +ф) 
ш2у

) • г20-_ ф-С-щ. д
/ *2т 2а/ ’

где многоточия заменяют несущественные для дальнейшего из
ложения слагаемые, чисто периодические по О’.
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Уравнения движения (20), (22) и (26) представляют собой 
дифференциальную систему, (приведенную к нормальной форме. 
Введение медленно-меняющейся относительной фазы 0 соотно
шениями

р = 0 4-пЭ; р = ш(1—Иф’ог), (27)
где р, г'ф , и — текущая быстрая фаза, фазовая скорость и часто
та электромагнитного поля, преобразуют эту систему к стандарт
ной (для метода усреднения) форме — с периодическими по бы- 
стровращающейся фазе О относительно 'малыми правыми частя
ми (резонансные силы высокочастотного поля лишь подправляют 
траекторию электрона, не меняя ее характера как винтовой; 
частотная расстройка также относительно мала: гирорезонанс). 
В результате усреднения всех правых частей по явно входящей 
быстровращающейся фазе О получаем нормальную систему диф
ференциальных уравнений относительно медленно-меняющихся 
характеристик винтового движения электронов:

ХсЬ[И(2а- I)2 -|- 4&21п

(2а — 1) X + 2Ь У . п/7о---- гтз—;—77,2 «
77—-■ ... .. — зЬIу (2а —I)3 + 4й2 1п

]/(2а-1)24-4й3
+ я

2тГ(1 + ф) ОуМ’
— ГС

1
ГГ+Ф

]/(1 -2а)2 + 4Аа 1п

(1 - 2а) У+ 2ЬХ , Г 1/71---- у ,
7-77. ■ , зЬ у (1 — 2а)2 + 4621п/(1-2а)2+4б2 I

4-гс
= 2кГ(1 +ф) У ах^'

—гс

г 1
~“2тГ(1 + ф) (а.с 81П 8 — ау соз 0)

, 4-тс _________

Щ Г Г / • а 1 + Ф т0п= — \ (ах51П& — а^созО)---------- -
2№ <) [. т

— гс
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+ * _____
т0 Г /, , о й. гГ У 1 -+- <р таУгV, — ■ _ \ ((ах 51п 9 — ау соз 9)------------±42 2~т Л (' у > тс2 I

—тс

+а^[1+щ1+«1ьв_.ф'^;
2 т- [ с2 ]) 2Vгт2

' 4-тс •

6 =--------- П I (ЯхС0з9 4“ Оу 31П9) ^9 4 ш(1——
2кгГ]/1 +ф 3 ф

—тс

— «Г(1 + ^ГПоГП-',
где то — масса покоящегося электрона;

с — скорость света, Г=61/т0, а=Цт0. Под знаками инте- 
тралов берутся декартовы компоненты вектора

а = — \е\ то^Е + [о, В]}, (29)
где Е, В — напряженность электрической и индукция магнитной 
компонент высокочастотного поля с заменой аргумента р, явля
ющегося быстропеременвдой фазой этого поля, по правилу (27):

• а(р, 9) — а (6 + п9, 9), (30)
причем медленно-меняющиеся переменные X, У, г, т,Уг и 9 
выступают в этих интегралах как параметры.

Усредненная система уравнений возмущенного 
винтового движения

Конкретизируем задачу. Пусть возмущающее электромагнит
ное поле представляет собой в общем случае гибридную волну:

Вх = Ке <эп* . апт 
дх Г +/ ду Ет 1ехр/р

Вх = Не

11.® р_| ,т~.рЛ 
. к \Рф ду 1 дх ] 

_ _ /.^-1 „ „ . \ Ег = Ке I ] — П« Ее ехр1р ;
. ' Рф 1

2. 
. “ \₽ф

<ЗПт <?ПС \
-3—-Р-----1Г~Р ехр/р ;дх ду /

(31)
1

в’*к4»\р* дПт , дПгсА .• —а—Р + -д- Е ехр/р ; ду дх
/
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В2 = Ке ₽|-1 П"'/7™ ехр/р

Х = Х1;Г=Г1;
где Ве — символ взятия вещественной части .выражения; /== 
— У — 1 — мнимая единица;
ГР, Пш зависят от поперечных координат х и у и представляют 
■собой вещественные безразмерные электрическую и магнитную 
функции Герца; комплексные амплитуды Ре и Рт имеют раз
мерность электрической напряженности и выступают как мед- 
ленно-меняющиеся функции продольной координаты з (комп
лексность здесь связана с учетом возможного медленного изме
нения фазы);

Л=<о/с — волновое число;
₽Ф=оф/с.

Подставляя поле (31) в правые прети уравнений нормальной 
системы (28) с учетом правил (29), (30) и замен (18), замечаем, 
что получающиеся при этом интегральные выражения формаль
ной заменой

М; у= у1;
г(1+ф)-1/! = г1; Г(1 + ф) = Гх (32)

приводятся к виду, свойственному случаю однородного направ
ляющего магнитного поля. Это обстоятельство избавляет от не
обходимости специального подсчета усредняющих квадратур 
в уравнениях (28), так как можно воспользоваться готовыми 
результатами задачи [1] об однородном магнитном поле с по
следующим применением обращения замены (32) при одновре
менном использовании символических формул:

д дХг д дУ1 д
дХ~ дХ~'дХУ дХ ' дУг;

д дХг д , дУг д
дУ ~ дУ дХх + дУ ' дУ1 '

В результате получаем систему:

а • А'^Нехру’]:
■ 71 а Г/ _ 5г= - га ■ ад Ке [И р + г' -гаг Чехр,в

г = гаг зг Ке [И7"+V'гаг л")ехр'в

(33)

(34)

Т^Г^О 
кс2тзт =

с "
+ — ехр/6 ;п п дг г
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^пГ^оо 
к ст? з

~ Ке [(аП^+ — г лЛхр/9
<?9 [\ п п дг )

— фг2 Г2/п?(2'Цгт2)-1;

а & п . 5 <ЭП„ „А . .. ,9=  —з— Ке аП*Г ‘4 г—з—Рт ехр;9 +Гкг дг [\ п п дг ) \
+ ш (1 — р-1 -оД — лГ (1 + ф) тйт-1.

Здесь т1 = |е|/7тго — удельный заряд позитрона при нулевой ско
рости;

° = Рф’(1-₽ф?л); (35)
П*,  П™ — рабочие гармоники функций Герца;

‘ “ 4-г.

П« = 27 У П' ехр/лОс/О;

+Г (36)

П'"ехр/7/»(/9.
— Я

Отметим, что дифференциальные уравнения для г, т и уг 
системы (34) не являются независимыми, так как переменные 
величины г, т, и ф связаны одним конечным соотношением 

с2т2 (
— Г2т^(14-ф)\ т-

Р?), (37)

выражающим релятивистскую взаимозависимость массы и ско
рости. Поэтому любое из трех указанных дифференциальных 
уравнений может быть ощущено.

В упрощенной задаче с однородным (магнитным полем эти 
уравнения порождают еще одно конечное соотношение между 
переменными г, т и V, —интеграл усредненного движения 
то = сопз! [1], так что в итоге т и V, выражаются через г, 
и вместо трех дифференциальных уравнений остается лишь одно. 
В этой связи возникает вопрос, нельзя ли построить соответст
вующее обобщение интеграла усредненного движения на случай 
адиабатически-неоднородного магнитного поля. Оказывается, 
такое построение невозможно.

Действительно, сравнивая между собой правые части урав
нений для т и цг и используя формулу (37), составляем диф
ференциальное уравнение Пфаффа;

Рдт + = 0, (38)
где 

р=-^^=,: (39) 
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для которого необходимое и достаточное условие

дЦ др\ (дР дР\ ( дР д0\ 
\дт дф / "г \ д$2 дт) (40)

интегрируемости одним соотношением, как нетрудно проверить, 
в общем случае не выполняется.

Итог работы: получен алгоритм (34) поведения электронного 
ротатора в волноводе, погруженном в адиабатически-неоднород- 
ное магнитное поле с приоритетным направлением вдоль этого 
волновода. Систему усредненных уравнений движения (34) от
личает важное для практического использования свойство — ее 
структура инвариантна относительно конкретного вида простран
ственной конфигурации направляющего адиабатического маг
нитного поля.
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УДК 621.372.825

А, Г. ШЕИН, канд. физ.-мат. наук

О КЛАССИФИКАЦИИ ВОЛН В ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ 
ЗАМЕДЛЯЮЩИХ СИСТЕМАХ

Известно, что изучение свойств многих замедляющих систем 
сводится к исследованию структур, однородных в одном из на
правлений. Это, например, гребенчатые системы (гребенка над 
плоскостью, сдвоенная гребенка), многие штыревые системы 
и др. В работах [1, 2] доказано, что классификация типов волн 
в таких системах относительно направления распространения 
электромагнитной энергии (обычно это ось г) строится на осно
вании волноводных волн в однородном направлении (пусть это 
будет в декартовых координатах ось у).

Рассмотрим гребенчатую систему, неограниченную вдоль у. 
В ней возможно распространение трех типов волн:

1) ЬЕМУ -волн' у которых отсутствуют поперечные составля
ющие электрического и магнитного полей (Еу = =0)—это
волна типа ТЕМ относительно оси у,

2) ЬЕу -волн, у которых Еу =0 (ГЕ-волна вдоль у);
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