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ПРИБЛИЖЕННОЕ РЕШЕНИЕ НЕЛИНЕЙНОЙ ЗАДАЧИ 
В ТЕОРИИ ЛБВМ С УЧЕТОМ ИЗМЕНЕНИЯ 
КИНЕТИЧЕСКОЙ ЭНЕРГИИ ЭЛЕКТРОНОВ

Г. А. Алексеев, Л. А. Поспелов
Харьков

Нелинейная теория приборов М-типа даже в простейшей по­
становке задачи [1, 2] связана с проведением громоздкого чис­
ленного счета. Это осложняет анализ явлений в приборах данного 
типа и вызывает необходимость построения приближенных ре­
шений.

В работах [3, 4] были предложены методы построения анали­
тических решений дифференциальных уравнений Фейнстейна, 
Кайно [1] применительно к нелинейной самосогласованной теории 
ЛБВМ и ЛОВМ. Однако решение, полученное в [3], является 
по существу квазилинейным, а асимптотическое решение [4] про­
ведено для наиболее простого исходного уравнения. Настоящая 
работа является продолжением и развитием работы [4] в целях 
учета влияния на распределение амплитуды усиливаемого сигнала 
слабого изменения кинетической энергии электронов, которое 
может происходить при взаимодействии электронного потока с ВЧ 
полем в приборах типа ЛБВМ. Результаты данной работы будут 
получены, как и в (1, 3, 4], при условии пренебрежения влия­
нием отрицательного электрода на распределение ВЧ поля в про­
странстве взаимодействия. Исходное дифференциальное уравнение 
с учетом изменения кинетической энергии было получено в ра­
боте [21 и имеет вид

=С(Г), (1)
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„,. 1 . ______________где Р (о) — -7Т7Т- \ Е (г) йг— параметр группирования электронного 
^0 о

потока; д=Кй$г — безразмерное расстояние вдоль пространства вза­
имодействия; О — параметр усиления; Е (г), р — амплитуда напря­
женности поля на уровне замедляющей системы и фазовая постоян­
ная усиливаемого сигнала; 10, — потенциал синхронизма [2]; 
Л = ехр р (х0—<Р). Остальные обозначения приведены на рис. 1.

Отрицательный электрод
Рис. 1.

Воспользовавшись результатами работ [1, 2] для функций 
6 (Р) и Н (Р), определяющих вклад в интеграл взаимодействия 
в результате изменения соответственно потенциальной и кинети­
ческой энергии электронов, можно записать соотношения

С (Р) = — у 8ш <р с1§ (<р — Р 51П <?) й<р; (2)
71 Ф1(Л

Н (Р) = К- I а (3)
71 51П & ~ р 510 ?)

причем нижний предел интегрирования в (2), (3) определяется 
из решения трансцендентного уравнения

йзш?! = 81П (<?! — Л,81п<р1); Р > Р* =Л — Н. (4)
либо = 0; 0 < Р < Р*.

Точка излома Р* на кривых О (Р), Н (Р) соответствует моменту 
оседания на анод первого электрона. Оседание электронов на 
отрицательный электрод в (2), (3) не учитывается, так как при 
пренебрежении влиянием холодного электрода (случай рх0^>1) 
этот учет не корректен. Следуя методике [4] построения прибли­
женных аналитических выражений О (Р), Н (Р), разобьем область 
задания этих функций на четыре участка: 1) 2) Р° <

3) Р* < 1; 4) Р> 1. ;
На первом (квазилинейном) участке, проводя разложение 

функций (2), (3) в ряд Тейлора по параметру группирования 
и ограничиваясь первыми двумя членами, легко получить

О(Р) = ^+|гз;
(5) 

Н{Р) = /1*\2Р +1-±Р3)-,
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В работах [4, 5] показано, что такая точность дает удовлетвори­
тельное описание функций вплоть до Р°— 0,7.

На втором участке, предполагая А < 1 и в соответствии с асим­
птотической оценкой [4] проводя разложение подынтегральных 
выражений в (2), (3) вблизи особой точки знаменателя <?* = 0, 
после интегрирования получим

Ж

где а1( а2 — константы, являющиеся результатом усреднения мед­
ленных сомножителей:

Гб Г к _
а1 - п _ ро} агс Лр'

{ I (7)
з ,, 1 . 3 С (10 4-ка— ЮГ) (1 — Р)2

аг = 4 | 2 а! + Р* — ро 3 (6 4 г.2_ иГ)2
' р>

На третьем участке в соответствии с методикой [5] разложе­
ния функций (2), (3) вблизи точки излома в ряд Тейлора по па­
раметру У Р— Р* можно искать решение в виде

О (Р) = 6* (1 — а3У Р-Р*)-,
, г______ ' Р* <Р<\. (8)

Н(Р) = Н*(Д -а<ур — Р*);
_ 1 _ 5

Здесь 6* = 04 • К Н* = а2 К 2\ коэффициенты а3. а4 будут оп­
ределены из условия сшивания функций в точке Р = 1.

На четвертом участке после разложений вблизи точки 
определяемой уравнением

Ф1 — (Р + Л) 51п = 0,
получим по аналогии со вторым участком, полагая А<^1, асим­
птотические соотношения:

1 С “5.
{ ~ 22 3

<?>

и — — С _ 2«.
1 ~ ” 3 е3 (?. Р) ~ г”

VI

(9)
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8 (ф, Р) = и + А (Г + ку (<р - ?1) + В (Р + Л)2 (<? - ?1)2; 
1

р г /. — С05 ?1 (Р Л) (I + СО52 <Р!> — 2 С05 <?!А (Р) = ------- ; В (Р) = 1 ------------•

Как и на втором участке, в выражениях (9) выделены множи­
тели ав, ав, соответствующие медленным функциям от Р по сравне­
нию с У72 и являющиеся результатом их усреднения:

^тах ,
_____2 Г I [аге х 

а® “ 11 .пах- >) 3 У Гм I—АНЬ
I

[Л^2В (л-У1)1 агс1е ._ /1т
х[ У|д| ] —АНь[У|д|]гЛ (10)

В (10) А = А2 — функция агс!§ действует при А < 0,
функция —АНЬ — при А > 0.

Лпах Г л Г 6ВН
№ Г В2 (В 4- В)2] , “5 ,

авТтах—1 3 А2 ( 12~Л2В2 "Т-(Г 4г й)1 +

Л) [М*. Р) _ А 
2В/[(В^й)2 6В 
”Я2 (п, В) (1Р. (Юа)

Рт^ — максимальное значение параметра группирования 
(Атах ~ 4). Константы аъа2,а5,ав необходимо определить исходя 
из соотношений (7), (10) приближенным численным методом или 
с помощью ЭВМ. Например, для случая Н =0,05; Р° = 0,7 кон­
станты равны ах^1; а2 ^О,46/г2; ав~2,27; ав=^0,34 и соответ­
ственно а3^2,2; а4^3,73.

Графики функций О (Р), Н (Р), построенные с помощью соот­
ношений (5), (6), (8), (9), приведены на рис. 2. Полученные 
аналитические зависимости позволяют, как было указано в [4], 
найти решение задачи также в аналитическом виде. Для учета 
слабого изменения кинетической энергии электронов будем счи­
тать член с функцией Н (Р) малым и воспользуемся методом 
итераций при решении уравнения (1). В этом случае исходное 
уравнение приводится к виду

Ж (А) = С (А) — 8 (Ао)2 4- 210 (А) 4Р Н (А). 
I о □

2А)2 =----- параметр изменения кинетической

(П)

энергии;

<вв 
I ■—

й?2

Здесь 8

Ао = Е (0) — амплитуда усиливаемого сигнала на входе ДБВМ.
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В общем случае (произвольное 8) точное решение уравнения 
(1) также сводится к квадратурам [6], однако представление ин­
тегралов в элементарных функциях возможно только при условии 
8 1 с точностью до членов порядка 82. Легко показать, что
получающееся при этом решение будет совпадать с результатом 
используемой ниже итерации.

Рис. 2.

Исходя из известного решения уравнения (11) и проводя одно 
интегрирование, получим

^=[(^)2+2У(Г)]5; У(Р)=$Ж(Р)с1Р, (12)

где функция У (Р) выражается соотношениями

У = 1 [1 - 28Й2 (^)2] Я + 1 - 8/г2 2 + у (^)2 } Р*,

(13)
у = У и70) + уг (Р°)-у2 Ю; < р < р*-, (14)

1 _ -X„ , ------ т, „ 2а,-усг(1-^) 2
у2 = 2а, V1 — Р — 2а2о--------- р—у-------- ;

С, = + (770)2 + у (/Г0)4 + 4=Ч (15)

У = У (Р*) + (О* — Вс8Я*) (Р — Р*) — у (а36* —

3 I— осЛ/7*) (Р — Р*)2 — Ю*Р1* (Р — Л*)2| 1 _

_ (2.аз 4- а4) ]^Р—Р* — ± а3а4 (Р — Т7*)];

с3 = с2 — 4а, )/й; Р* •< Р < 1.
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у = ^ (0+^(1)-^ (Г); г>1- 
У< Ю = ^-1 1«3 — Зав (С4 — а&^-1)Г.

с4 — са + 2 (а6 + НО*---- я- а36*й2).

Используя решение уравнения (11) в виде

д (Р) = Г —- ■ -

3 V СТ +2У

(16)

и проводя в (17) интегрирование при условии 1, окончательно 
получаем
,_<)[> + 4Л?Г.(^=]|„ [„ + 2 (^)^Г'].

О < Р < Р°\ (18)
/1=1- 28Л2 (^о)2; г2 = | _ 8й2 [2 + Н (^)2 ;

7]1(Л = [(СТ + гСТ;

9=9 (/7°) + х2 (^°) — х2 (Л; < р < Р*; (19)

2 + ' 1п^~
713 А V 3,X ------ 7=- + 2а1

х (зги V1 - р
В (19) введены обозначения:

51 = (Ро)2 4- 2У (РО) + 4Л1

_ 2а» I сг __ о_ \
2 1 — Р° \з У 1 — р« 1 /’

^2 (Л = (81-4а1/П=7)5.
На третьем и четвертом участках решение описывается формулами:

(20)9 = 9 (^*) + ха (^) — хз (^*); < 1;
хз (/=■) = 4 СТз + ть <азО* - ^н*) - р*

га\./Р^Г* , , , 4 2^-а»

15а2
2Ь\

9 + а4) 86*//* {[(Г - Р*)2 -^(Р-Р*)_ 

Р — Р* 5а . 1 8 .-------- 2бЧ-9Иза‘8° Н I 2 
5^“
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2 1__ _ 1)
— За71з + О2] Кть — (У7 — У7*)3^ 2|;

т)3 (У7) = а + Ь (У7 - У7*) = (У7;)2 + 2У (У7*) + 
+ 2 (С* — 8с3У7*) (У7 —У7*).

Ь = 30 _ . 1п У~Ъ(Р-Р*).
2ЬУь Утя^У Ь(р-Р*)'

^=^(1)+х4(/7)-х4(1), Р> 1; (21)

х4 Ю — ~1~ — (ае — &саав) 1п {V+ 1Р + ав — &с4ав);

/ = (У7;)2+2У(1) + 21/4(1);

■>14 (У7) = /У72 — 2 (а8 — &с4ав) У7 — 8а6ав.

0\__________ ,__________ ___________ __________ •—■
I / 2 3 Г

Рис. 3.

Соотношения (12)—(16) совместно с (17)—(21) полностью опре­
деляют решение задачи. Кривые зависимости функции (У7), по­
строенные с помощью соотношений (12)—(16), и кривые зависи­
мости функции д (У7), построенные с помощью (17)—(21), приве­
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дены на рис. 3. 4 для случая 8^ = 3.5; (Зх0 = 0,5; (А =0,05), при 
различных значениях амплитуды входного сигнала Ео = 0,2; 0,4; 
1 и 8 = 0 (сплошные кривые), 8 =0,4 (пунктир).

Сравнение кривых рис. 3 при 8=0 и 8 = 0,4 показывает, что 
учет изменения кинетической энергии электронов в уравнении 
баланса энергии приводит при больших значениях параметра 
группирования Е > 1 к значительному уменьшению амплитуды 
напряженности ВЧ поля.

Качественно кривые рис. 3, полученные приближенным ана­
литическим методом, совпадают с аналогичными кривыми, при­
веденными в работе [2]. В частности, наличие на кривой Е' (0 
участка с отрицательным значением Е" (д) связано как было 
отмечено в [2], с тем, что на этом участке прирост кинетической 
энергии электронов превышает отдачу ВЧ полю их потенциаль­
ной энергии.

Полученные соотношения позволяют также определить в ана­
литическом виде зависимость амплитуды насыщения от параметра 
рассинхронизма 8. Из формул (12). (16) следует, что в режиме 
насыщения (Е 1)

= (гХх =1/^о)2+2[У (1) + а6 - 8ав (с4 - Яа)], (22) 

т. е. амплитуда поля в режиме насыщения уменьшается с увели­
чением параметра изменения кинетической энергии электронов.
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