
Описанная система ВЧ питания может быть успешно исполь­
зована для питания ВЧ мощностью линейных ускорителей заря­
женных частиц и других резонансных систем, обладающих вы­
сокими значениями добротности. Система устойчиво работает в 
непрерывном и импульсном режимах. Эффективность ее по срав­
нению с другими системами выше на 15—20%.
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О ПРИБЛИЖЕННОМ РЕШЕНИИ ЗАДАЧ ОПТИМИЗАЦИИ 
И КРАЕВЫХ ЗАДАЧ ДЛЯ ПРИБОРОВ СВЧ 

С РАСПРЕДЕЛЕННЫМ ВЗАИМОДЕЙСТВИЕМ

А. А. Кураев, Е. М. Демидович, Ф. Г. Шевченко
Киев

Задача оптимизации СВЧ электронных приборов по заданному 
критерию качества является наиболее интересной проблемой тео­
рии таких приборов. Ее решение позволяет при разработке и кон­
струировании СВЧ приборов осуществить оптимальное управление 
взаимодействием в приборе путем подбора оптимального (или 
близкого к нему) распределения ВЧ и статических полей в про­
странстве взаимодействия. Кроме того, при решении задачи оп­
тимизации определяются предельно достижимые для исследуемого 
вида взаимодействия выходные параметры, характеризующие ка­
чество прибора. Оценка предельных возможностей приборов 
различных типов весьма желательна при выборе их для тех или 
иных применений.

Математический аппарат для решения задачи оптимизации 
разработан в теории оптимального управления; наиболее строгим 
методом решения является применение принципа максимума Пон­
трягина [1, 2, 3]. Постановка задачи оптимизации в форме прин­
ципа максимума приводит к краевой (двухточечной) задаче; ее 
решение оказывается весьма сложным из-за высокого порядка N 
уравнений состояния, описывающих взаимодействие в электронном 
приборе (М = 32 -г-100). Объем вычислений растет пропорцио­
нально порядку N. Другой метод решения задачи оптимизации — 
метод динамического программирования Веллмана (4] — еще более 
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неудобен при высокой размерности уравнений состояния: объем 
запоминаемой информации при его применении возрастает экспо­
ненциально с повышением порядка.

Следует отметить, что в задачах с линейно входящими в пра­
вые части уравнений состояния управлениями, оптимальными по 
принципу максимума, являются релейные функции, принимающие 
граничные (допустимые) значения. Поскольку в задачах оптими­
зации электронных приборов встречается именно такой случай, 
возникает вопрос о возможности реализации релейных управлений 
данных приборов.

Релейные распределения полей, а также распределения с раз­
рывом производной невозможны; могут быть лишь приближаю­
щиеся к ним по форме распределения. Исключение составляет 
единственный случай — взаимодействие электронного потока со 
стоячими полями в системе последовательно расположенных объем­
ных или поверхностных (образованных резонансными отрезками 
замедляющих систем) резонаторов. В этом случае при достаточно 
большом числе периодов стоячего поля в каждом из резонаторов 
можно рассматривать взаимодействие электронного потока с одной 
из парциальных волн стоячего поля постоянной амплитуды скач­
ком обращающуюся в нуль на границах резонатора. Достаточно 
близким к релейному можно считать также распределение квази- 
стационарного поля в каскадном строфотроне. Однако в случае 
линейно входящих в правые части управлений с ограничениями 
на величину или производное оптимальное управление не реали­
зует стационарного значения критерия качества задачи. Таким 
образом, нельзя считать, что малые отклонения реальной функции 
управления от оптимальной приведут к изменениям второго по­
рядка малости значения критерия качества.

В связи с последним выводом возникает второй вопрос: най­
дутся ли среди физически реализуемых управлений функции, 
далекие от релейных, но реализующие лучшие значения критерия 
качества, по сравнению с максимально (по физическим усло­
виям— допустимо) приближающимися к релейным. Для поиска 
таких функций, очевидно, могут быть использованы прямые ме­
тоды минимизации заданной целевой функции.

Как указывалось выше, постановка задачи оптимизации элек­
тронных приборов в форме принципа максимума приводит к крае­
вой (двухточечной) задаче с разделенными граничными условиями: 
условиями для уравнений состояния на левом конце (начальные 
условия) и условиями для сопряженного вектора Р— на правом 
(условия трансверсальности). Уравнения состояния в общем слу­
чае — нелинейные, уравнения же для вспомогательного век­
тора Р — всегда линейные относительно Р. Нетрудно заметить 
аналогию в формулировке этой задачи и другой задачи электро­
ники, возникающей при учете возбуждаемой электронным пото­
ком встречной волны. В этой задаче нелинейные уравнения 
состояния электронного потока и уравнение возбуждения прямой 
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волны имеют граничные уравнения на левом конце, а граничные 
условия для линейного уравнения возбуждения встречной волны — 
на правом (в конце области взаимодействия). Очевидно, что 
с точки зрения методики решения обе задачи достаточно схожи.

В настоящей статье изложен приближенный метод решения 
для всех трех названных задач: задачи оптимизации в форме 
принципа максимума, задачи поиска условно-оптимальных управ­
лений и краевой задачи для электронных приборов СВЧ с рас­
пределенным взаимодействием.

1. Формулировка метода

Начнем с наиболее простой задачи—поиска минимизирующей 
функции при ограничениях в форме дифференциальных уравне­
ний.

Пусть процесс в приборе описывается следующей системой 
дифференциальных уравнений (запись для сокращения будем 
вести в векторной форме)

х = Т). (1)
где X, [ — соответствующие системе уравнений состояния Ди­
мерные векторы; $— функция управления, т. е. параметр, кото­
рый можно варьировать по длине пространства взаимодействия 
прибора (в общем случае § — многомерная функция; для просто­
ты мы ограничимся здесь одномерным случаем).

Граничные условия к системе (1) заданы в виде
X (0) = Хо; (2)
о < т < т0.

Определен критерий качества процесса в приборе
Ф(Х(Т0)), (3)

который следует минимизировать выбором оптимальной функции 
распределения (Ту, она должна удовлетворять некоторым фи­
зическим условиям (быть непрерывной, гладкой, ограниченной 
и т. д.).

Заранее подчеркнем следующую особенность поставленной 
задачи, отличающую ее от формулировки классической вариа­
ционной задачи. Если при классической формулировке в случае 
ограничений в форме дифференциальных уравнений используется 
метод множителей Лагранжа, сводящий задачу к стандартной 
форме—поиску безусловного экстремума нового функционала, — 
то в задаче поиска оптимального управления в электронике та­
кой путь нецелесообразен. При оптимизации управления удобно 
остановиться на начальной постановке, поскольку непосредствен­
ное решение нелинейных уравнений состояния с начальными 
условиями при заданном управлении, несомненно, проще и точ­
нее, чем построение их приближенных решений по какой-либо 
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системе координатных функций с применением классических ме­
тодов. Последнее было бы неоправданным расширением задачи, 
затрудняющим достижение основной цели — оптимизации функции 
управления.

Представим приближенно искомую оптимальную функцию 
управления (Т) в виде конечного ряда по упорядоченной ор­
тогональной на участке 0 < Т < Та и полной системе функций 
{?■ СО} п_(

^СО = (4)
1=0

Если п -> га, представление (4) при найденных коэффициен­
тах А/ дает точное решение задачи, при конечных п — прибли­
женное. При конечных п и заданных коэффициентах А( после 
решения уравнений состояния (1) функционал (3) становится п- 
мерной функцией переменных Ло, А1Г .... Дл_|, минимум ко­
торой может быть найден применением одного из методов быстрого 
спуска. Решение же уравнений состояния (1) на каждом шаге 
вычислений — своеобразная расчетная нагрузка при определении 
X (Ас, То), которая может быть устранена применением аналого­
вых машин вместе с цифровыми. Следует отметить, что в урав­
нения состояния (1) обычно входят параметры М}, М2, .... М/, 
подлежащие оптимизации. Поэтому функционал (3) при задании 

фактически является функцией « + / переменных:
Ло, Л1( Л2, .... Дл_ь Мь М2, ....

Оценкой точности получаемых решений, как и в классичес­
ком вариационном исчислении, может служить сходимость мини­
мизирующих последовательностей {д°п}, т. е. значений полу­
ченных при различных п.

Кроме представлений искомой функции (Т) в виде (4) мож­
но также воспользоваться методами аппроксимации и интерполя­
ции функции (Т). В последнем случае удобно воспользоваться 
формулой Лагранжа для параболической интерполяции:

= Ь0(Т)ёа+ Ьг(Т)^+ ...+ Ьп(Т)ёп, (5) 
где
1 - (Г-Т0)...(Т Т;|)(Т-Т,+1)...(Т-Т,,)

В этом случае переменными, определяющими Фп-ь/, будут 
значения в узловых точках отрезка [0, 70] и параметры Л4Ъ 
М,.......... М,. ...

При выборе системы координатных функций {ср,-(7)}, аппрок­
симирующей функции или исходного распределения следует 
учитывать особенности физических условий, накладываемых на 
§(Т), а также использовать предварительные представления о 
характере оптимального 8° (Т). следующие из особенностей про­
цесса взаимодействия в приборе. Очевидно, что любые условия. 
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накладываемые на функцию управления и ограничивающие 
класс допустимых функций, делают задачу условно-экстремаль­
ной, и поэтому найденную при таких условиях функцию управ­
ления можно назвать условно-оптимальной.

Методы быстрого спуска могут быть использованы и для ре­
шения краевых задач с разделенными условиями. С точки зре­
ния численной реализации эта задача не отличается от преды­
дущей.

Пусть вместе с системой (1) решается дополнительная система
Р = /Р (Р, х. Ту, (6)

^(Л=^(Р). (7)
причем граничные условия для (6) поставлены при Т = То:

Р(Т0)^р0. (8)
Для решения краевой задачи (1) + (2) + (7) + (8) введем

Р (0) = А (9)
и будем рассматривать решение задачи с начальными условиями 
(1) 4-(2) + (6) + (7) + (9) (А будем выбирать так, чтобы решение 
последней задачи совпадало с решением поставленной краевой 
задачи). Для этого по правилу наименьших квадратов зададим 
следующий функционал, подлежащий минимизации:

Ф(р(0)) =|р(0)-рп|2. (10)
Очевидно, что Ф после решения (1) и (6) при условиях (2), (9) 
становится функцией А. Таким образом, решение задачи сводит­
ся к отысканию стационарной точки функции Ф(Л), которое 
может быть осуществлено одним из известных методов быстрого 
спуска, например методом Розен брока.

В случае, когда уравнения (6) имеют специальный вид
Р< = (Р1, Р/, XI, хь Ту 

можно воспользоваться интерполяцией функции А/ = / (х,о, Х/о), 
что существенно упростит задачу при высоком порядке системы 
(6).

Для иллюстрации изложенного метода ниже приводятся ре­
шения трех задач для разрезного строфотрона резонансного и 
бегущей волны |5]. Поставленные задачи и выбранный прибор 
представляются интересными с методической и физической точек 
зрения.

2. Решение задачи оптимизации распределения амплитуды 
ВЧ-поля, поставленной форме принципа максимума

Уравнения состояния разрезного строфотрона в безразмерных 
переменных при взаимодействии на основной частоте имеют вид

§ = + м-Ф + н(«1 + ^)1; (10

128



5Т=-«/ [_ф + |х(ы2+у2)],

I = 1, 2, 3, ..., N.

Здесь и = рсо8и; ц = р51пу; Р=~—относительная амплитуда; 
у = ф — ш/ — относительная фаза колебаний электронного осцил­
лятора; а0 — начальная амплитуда колебаний; Ф = ° —

параметр расстройки частоты осциллятора относительно частоты 
внешнего поля; ом — частота колебаний электронного осцилля­
тора при а -> 0; 

2 2

=2 "Г-1 =е?т0’
* ч

Ео— амплитудное значение напряженности поля Ех, действую- 
о Я а ]щего на электронный осциллятор; □. = 1 еа* / — параметр не­

линейности электронных колебаний, малая величина ъа*0 харак­
теризует нелинейность распределения поперечного электрического 
поля в направлении х(2?° = Л(1—ех2)х); Т = Е&ц/±—при­
веденная длина в области взаимодействия; д = аоше0/щ; Гц — 
скорость осевого дрейфа электронов; д(Т) = Е (Т) /Ео — норми­
рованное распределение амплитуды ВЧ-поля в области взаимо­
действия; |^(Т)| < 1.

Граничные условия к системе (1) при однокаскадной линей­
ной предварительной модуляции |5] имеют вид

И/ (0) = (1)со5У0/, 0,(0) = (1) 51ПУо<; (12)
2л( 2^

40 = -^ —хсоз-^—т;

х, 7 — параметры группирователя; I— номер фазовой траектории 
электрона; N — число принятых в рассмотрение фазовых траек­
торий на период, моделирующих процессы группировки и энер­
гообмена в реальном пучке.

Критерий качества процесса при оптимизации электронного 
к. п. д. может быть записан как

N

/(Л = ^(^(7’о)+^(П)); 03)

ТЦ =1-/(Т).
Постановка задачи в форме принципа максимума определяет 

(Т) при ограничении | § (Т) |< 1 следующим образом (1):
г°(Т) = (1)51еп(2Р«Л <14>

О—1 1 
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где ри[, Ро:—составляющие сопряженного по Гамильтону векто­
ра состояния определяются системой уравнений

= — (2и/^р.) ри1 + (— Ф + рлР + Зци2) р«С> (15)

= —(— Ф + |хи2 + Зрю2) ри1 + (2и/%}1) риг,

при граничных условиях (условия трансверсальности)
Ри1(Хо~ (Гц);
роДТ0)=-2р/(Т0). (16)

Решая краевую задачу (11) + (12) + (14) + (15) + (16) при 
заданных То, и., Ф, у, х(Т0 = 1,9; р. = 7; Ф = 3; х = 2,0; 7 = 
= 0,15~), изложенным в п. 1 методом, ищем минимум функцио­
нала

N
Ф2* = 2 {[р«< (Го) + 2щ (То)]2 + [ри1 (То) + 2V^ (Т0)]2} 

<—1
как функцию от ри/ (0) = А/, ра/ (0) = В(.

Результат решения задачи при использовании метода Розен- 
брока (ЛЛ = 16, Кг =0 1) показан на рис. 1, где изображена 
оптимальная по принципу максимума функция Харак­
терным является наличие скользящего режима на участке 
1,1 < 7 с 1,5 (функция управления меняет знак на каждом шаге 
по Т = Л?). С физической точки зрения на этом участке дейст­
вующая на электроны сила поля в среднем равна нулю, т. е. 
это область дрейфа электронов. Принцип же работы приведенной 
оптимальной схемы состоит в том, что сгруппированный в соот­
ветствии с (12) электронный поток отдает энергию полю на 
участке 0< Т < 1,1 до того момента, когда в результате полной 
разгруппировки электронов этот процесс прекращается. Затем 
электроны попадают на участок дрейфа 1,1 <Т< 1,5, где про­
исходит их перегруппировка и образование сгустка, противофаз­
ного первоначальному фазовому. Затем электроны вновь попа­
дают под действие ВЧ-поля, противофазного полю на предыду­
щем участке, и отдают дополнительную энергию.
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3. Прямой поиск оптимального управления

В соответствии с изложенной в п. 1 методикой построим при­
ближенные (Т) при условии, что эти функции должны быть 
непрерывными и иметь непрерывные производные. Используем 
все предложенные в п. 1 варианты, т. е. будем искать (Т) в 
виде

а) разложения в конечный ряд по шаровым функциям с со­
ответствующей нормировкой по Т для выполнения условий ор­
тогональности на интервале 0 < Т < 1 (для разложения исполь­
зуем полиномы с нечетным индексом 1 = 1, 3, 5, 7);

б) функции = а0 + а1Та>еа>т‘,
в) интерполяции в форме (5) при §0 — 0 и I = 5.
Первые два варианта имеют одинаковую размерность 

третий (более сильный) — на единицу большую: ^° (Т). В первом 
и третьем варианте §° (Т) — 0, т. е. имеется дополнительное ус­
ловие.

Чтобы легче было сравнить все варианты в уравнениях (И), 
перейдем к нормированному к То аргументу. В этом случае 
новые параметры уравнений записываются как §(Т)= То§° (7); 
р = 70р; Ф = Т0Ф, причем 0<7<1. Вместе с поиском §д (Т) 
определим оптимальные значения параметров р и Ф.

Применение метода Розенброка для поиска экстремума целе­
вой функции вида (15) дало следующие результаты в приведен­
ных трех случаях:

а) ё°4 (Л = 2,3627 + 4,164Г3 - 1;

12776 - 3,00677; р = 17,44; Ф = 8,32; /т1п (1) = 0.2;
б) (7) = 0,201 + 0,577°-68362.027. “= 15,678; Ф = 8,29;

/ты (1) = 0.2;
в) ё° (0) = 0; (0,2) = Я1 = 0,5865;

(0 4) =^==1,177;
«°(0.6) = & = 2,099;
5°(0.8)=^ = 2,7;
5°(1) =^5 = 3,2;

аналитическое выражение (Т) через §1 дается формулой (5);

Р = 16,95; Ф = 8,375; /т1п (1) = 0,179.
Следует отметить, что скорость поиска экстремума оказывается 
наибольшей в случае интерполяции функции § (Т).

Обратим внимание на то, что функции в двух первых слу­
чаях различны, а /т1П одинаковы. Это говорит о неоднозначности 
условно-оптимального управления, что очевидно заранее. 
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Отметим, что во всех трех случаях функции распределения амплиту­
ды ВЧ-поля имеют малую величину вначале и сильно возрастают к 
концу области взаимодействия, что отвечает представлениям о 
необходимости модуляции и группировки в слабом поле и отборе 
энергии в сильном для реализации высоких к. п. д. Заметим 
также, что значение поля в конце области взаимодействия слабо 
имеет влияние на к. п. д. Наиболее критичны значения поля в 
начале и в центре области взаимодействия, т. е. там, где фор­
мируется электронный сгусток.

4. Решение краевой задачи для строфотрона бегущей волны 
с одновременной оптимизацией параметров

Используя работы [5, 6], можно получить следующие рабочие 
уравнения для выходного каскада строфотрона бегущей волны с 
короткой волноводной системой, когда необходим учет взаимо­
действия электронного потока как с попутной, так и с встреч­
ной волнами:
37 = “ Л7> 81п б ~ (Л^ + А “)со5 б} + 01—ф + Р («2 +

& ==т{(Л++ л7)СО5б + И+ —л7)51п^ —и[—Ф+и(и2+и2)];

. 2,1
аАа 1 С/ Т Т\тг = г С03о + “3'пбИо; (17) 

о

! СГ т . т\-^ = 2.^ (усоз р —из1Пр)</80;

ал+ . г/ т т\ 
тг = б —^51п

о 
2я

1 Г/ т т\
= ~~ 2ГЗ (“СОЗ о+ О31П ё^в0.

О

Здесь Т = — т-----текущая электрическая длина
Я

в пространстве взаимодействия; —
— 0 / 4Уц)1/" — параметр связи; к3 = 2ф2/А2ДО8— сопротивление
связи на рабочем типе волны; — значение Ех в плоскости 
электронных колебаний при х — 0; — норма волны; К —
= ш/Уф — постоянная распространения; /0 — ток пучка; Уц == 
= У[1 / 2т)0;

/ь °’г0—ю . 3 , ше0 „ ,^ = 8еаоЖГ: Л+ = Ла+ + /Л/- 
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нормированная комплексная амплитуда попутной волны; 
А~ = АГ + ]АГ — нормированная комплексная амплитуда 
встречной волны (|Л* | — Л',)/?1 |/<р2/0); о0— входная фаза элект­
рона; и, V—аналогичны введенным выше.

Граничные условия к системе (17) при отсутствии входных 
сигналов со стороны Т — 0 и Т =-- Та и однокаскадной предвари­
тельной модуляции электронного потока имеют вид

и (0) = (1) соз в (0), V (0) = (1) 81П о (0);
в (0) = 0О — х соз 90 — 7; (18)

А+ (0) = ГХЛ" (0), А - (То) = Г2Л+ (То).

Здесь Г1( Г2 — коэффициенты отражения соответственно от лево­
го конца области взаимодействия Т = 0 и от первого Т = То в 
выходном каскаде.

Поперечный электронный к. п. д. такого прибора при полном 
отражении от левого конца (|Г!| = 1) может быть выражен че­
рез введенные переменные следующим образом:

Чх (То) = I А+ (То) |2 -1 Г2Л+ (Т) |21, (19)

или

(То) = 1 )(Л + (Т0))2 4- (Л+ (То))2 - (Л- (Т0)2 - (Л" (То))2). (20)

Если ставится задача оптимизации описанной схемы по 
к. п. д., то для ее решения следует максимизировать функционал 
(20), рассматривая его как функцию от О, Ф, То, х, 7, А1г Л2, 
где Л, — АГ (0), Л2 = АГ (0). Тем самым краевая задача (18) на 
каждом шаге решения сводится к задаче с начальными услови­
ями. Из полученных значений Л±(Т), Л± (Т) в оптимальном 
варианте путем сравнения (19) и (20) нетрудно определить вели­
чину Г2, к к которой относится оптимальное решение.

Если же требуется вместе с оптимизацией т]х (То) найти ре­
шение для наперед заданного Г2, следует максимизировать функ­
ционал вида

/ (То) = 5- [ | л+ (То) I2 - ОI ГЛ+ (То) - Л- (То) I2], (21) 

где О — весовой множитель, например, О = 10.

Решение задачи первого рода при связи у. = 3 М
8 = 2/0

(Рп = Цц/с, с — скорость света) дало следующие результаты: 
7?оор( — 0,255; ФОр1 = 3,67; Х0Р| — 2,214; 7°р1 — 0,366; Л10р1
— 0,32; Л20р1------ 0,04; тах (То) = 0,844.
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ПРИБЛИЖЕННОЕ РЕШЕНИЕ НЕЛИНЕЙНОЙ ЗАДАЧИ 
В ТЕОРИИ ЛБВМ С УЧЕТОМ ИЗМЕНЕНИЯ 
КИНЕТИЧЕСКОЙ ЭНЕРГИИ ЭЛЕКТРОНОВ

Г. А. Алексеев, Л. А. Поспелов
Харьков

Нелинейная теория приборов М-типа даже в простейшей по­
становке задачи [1, 2] связана с проведением громоздкого чис­
ленного счета. Это осложняет анализ явлений в приборах данного 
типа и вызывает необходимость построения приближенных ре­
шений.

В работах [3, 4] были предложены методы построения анали­
тических решений дифференциальных уравнений Фейнстейна, 
Кайно [1] применительно к нелинейной самосогласованной теории 
ЛБВМ и ЛОВМ. Однако решение, полученное в [3], является 
по существу квазилинейным, а асимптотическое решение [4] про­
ведено для наиболее простого исходного уравнения. Настоящая 
работа является продолжением и развитием работы [4] в целях 
учета влияния на распределение амплитуды усиливаемого сигнала 
слабого изменения кинетической энергии электронов, которое 
может происходить при взаимодействии электронного потока с ВЧ 
полем в приборах типа ЛБВМ. Результаты данной работы будут 
получены, как и в (1, 3, 4], при условии пренебрежения влия­
нием отрицательного электрода на распределение ВЧ поля в про­
странстве взаимодействия. Исходное дифференциальное уравнение 
с учетом изменения кинетической энергии было получено в ра­
боте [21 и имеет вид

=С(Г), (1)
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