
Таким образом, в настоящей статье проведен полный анализ 
работы системы автоподстройки частоты оптических квантовых 
генераторов с релейным преобразователем в цепи инерционного 
управляющего элемента. Существенным достоинством такого ва
рианта системы является ее быстродействие, недостатком — неко
торая потеря запаса устойчивости по сравнению с системой с 
непосредственным управлением двигателем.
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В. И. Долгов, Г. П. Азбукин

Харьков

Задача измерения процесса с предсказанием будущего его 
значения характерна для многих практических ситуаций, возни
кающих в автоматических измерителях, как автономных, так и 
входящих в системы управления и контроля различного назна
чения. Суть ее заключается в том, что значение процесса Х„ в 
момент времени 1П необходимо предсказать по выборке 
X = ... Хл_1}, представляющей совокупность известных зна
чений процесса в предыдущие моменты времени Ц...........
либо по выборке и — {ць . . ., ип-1] совокупности известных зна
чений другого процесса, статистически и функционально связан
ного с экстраполируемым. Как правило, эту задачу в указанных 
системах приходится решать в реальном масштабе времени, т. е. 
в ритме поступления наблюдаемых данных, а это значит, что для 
решения задачи экстраполяции отводится ограниченное время, оп
ределяемое интервалом дискретности системы. Отмеченное обсто
ятельство вынуждает к поиску и исследованию алгоритмов эк
страполяции, которые бы обеспечивали высокую точность экстра
поляции и вместе с тем допускали бы простую техническую 
реализацию, позволяющую провести все необходимые вычисле
ния к очередному такту работы системы. Следует отметить, что 
теория экстраполяции развивается успешно. Хорошо разработана 
теория линейной экстраполяции стационарных [1, 2] и неста
ционарных случайных процессов [3, 4]. Определенные результаты 
получены и в теории нелинейной экстраполяции [5].
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Современные вычислительные машины позволяют реализовать 
многие из алгоритмов, полученные в указанных выше работах, 
однако подход, развитый в них, оказывается неудовлетворитель
ным: решение задач отыскивается в классе наперед введенных 
операторов (линейных или нелинейных), а наиболее употребитель
ной мерой точности экстраполяции является среднеквадратичес
кая ошибка.

Самая последовательная в постановке задачи и близкая по 
смыслу к рассматриваемой проблеме в настоящее время теория 
статистических решений, которая позволяет получить общее 
решение задачи оптимальной экстраполяции для произвольного 
критерия оптимальности при наличии выборок любого объема. 
На основании этой теории получены эффективные алгоритмы 
оптимальной фильтрации процессов [6, 7].

Главная трудность использования оптимальных методов в 
практике экстраполяции — сложность большинства оптимальных 
процедур, связанная с необходимостью запоминания и обработки 
достаточно большого (в пределе бесконечного) объема накоплен
ных к текущему моменту времени ранее произведенных решений 
или ранее наблюдаемых данных. Ее эффективно устраняют пу
тем поиска и исследования рекуррентных алгоритмов экстрапо
ляции, позволяющих реализовать учет ранее приобретенных све
дений о прогнозируемом процессе и требующих проведения ко
нечного числа вычислительных операций при ограниченном 
объеме запоминаемых данных независимо от длительности интер
вала наблюдения.

Настоящая статья посвящена отысканию рекуррентных алго
ритмов оптимальной экстраполяции нормальных процессов на 
основании теории статистических решений.

Постановка и общее решение задачи

Обработке подлежит последовательность выборочных значений 
процесса и — {иь ..., в моменты времени ..., 
из интервала наблюдения [(О, Т), = (п—1)ТП], статистичес
кие свойства которого описываются заданием условной плотности 
вероятностей Р (и/Хп-\, ®л-1) совокупности существенных сточ
ки зрения измерений параметров Хп_( = {Хь . . ., Хп_]} из этого 
же интервала и в общем случае совокупности дополнительных 
мешающих (несущественных) параметров ап_( == {<хх, ..., а„_1), 
не подлежащих измерению или оценке в устройстве обработки 
результатов наблюдений. Для упрощения записи будем считать 
все переменные, фигурирующие в формулах, скалярными. Зада
на априорная статистика несущественных параметров а — функ
ция распределения Р (а), которая позволяет определить функцию
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правдоподобия Р(«/Х1, Хл_]) совокупности существенных
параметров , Х„_] на всех периодах повторения сигнала 
из рассматриваемого интервала наблюдения (О, Т). Известна ап
риорная статистика отслеживаемого процесса, т. е. задана функ
ция распределения Р , ..., Хл) на рассматриваемом интервале 
(О, /„).

Требуется по совокупности выборочных значений процесса 
~и = {цъ , ип-\} из интервала наблюдения (О, Т), статистически 
связанного с процессом Хп_! = {Хх.......... Хл_1), предсказать наи
лучшим образом значение процесса Х„ в момент времени 1п и 
рассчитать теоретически предельную дисперсию полученной оценки.

Первым этапом решения задачи, как следует из теории ста
тистических решений, является нахождение апостериорной плот 
иости распределения Р (Хл I ип-\) для интересующего нас значе
ния параметра в 1 момент времени 1п по выборочным значениям 
процесса из интервала наблюдения (О, Т).

На основании формулы Байеса легко получить

Ч !Р(Х1...Х„)Р (»„_!/Х„_„ ап_,)Р(;п_,)х 
^п111п *'  1Р(Х„_рХп)Р(а„_1)Р(йв_,/Х„_р а'^Х

Х _
X <4-А

Эта плотность вероятности содержит наиболее полную инфор
мацию о параметре Хл, учитывающую априорные сведения о про
цессе Х(/), и сведения, накопленные на всем интервале наблюде
ний (О, Т).

На втором этапе в теорию статистических решений вводится 
критерий качества предсказания, который выражается через функ
цию потерь II7 (Хл, Хоп), характеризующую плату за ошибки в 
решениях, когда в качестве предсказанного значения принимает
ся Хол, в то время как истинное значение процесса в момент 1п 
есть Хл. .

Наилучшее правило выбора предсказанного значения X из 
всего множества значений определяется из условия минимума 
среднего риска, т. е. значения функции потерь, усредненного по 
апостериорному распределению (1).

В большинстве практических ситуаций апостериорное распре
деление (1) оказывается симметричной функцией, а в этом случае 
для широкого класса симметричных функций потерь минимиза
ция среднего риска приводит к универсальной оптимальной 
оценке прогнозируемого значения процесса Хол в виде максималь
ного (среднего) значения апостериорного распределения Р(хл/нл_1).
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Дисперсия оценки Хоп определяется (и, п) элементом мат
рицы ковариаций результирующего апостериорного распределения 
Р (Хц Х„_1, Хо/ып_1).

Экстраполяция нормальных процессов

Для упрощения будем считать, что несущественные параметры 
отсутствуют.

При нормальном процессе априорное распределение совокуп
ности значений процесса в моменты времени .... 1п выразим 
в виде

Р(Х1.......... Х„) = ^ехр {-*  (Х(п)-Хср)гУ(Х<<-Х’ор)}- (2)

Здесь Х(л) = {Х1 .. . Х„}—вектор-столбец значений процесса в мо
менты времени /1( 1п\ Хср = {Хср1.......... Хсрл}—соответствую
щий вектор-столбец средних значений; V = У?-1— матрица, об
ратная корреляционной матрице Д процесса; Т — знак транспо
нирования.

Будем считать, что функция правдоподобия Р (ип-1 /Хп-1) со
вокупности значений параметра Хх, Х„_] из интервала (О, Т) 
допускает параболическую аппроксимацию, т. е. пусть

Р («О_1/Х._,) =*ехр[-1.(Х<"- |>-Х-)гЛ(Х|—> — Г)}. (3) 

Здесь
Х'-1’ = |Х,.......... Хп_,); X- = |х;.............ХЩ|

— вектор-столбец, составленный из оценок максимального прав
доподобия ; А — матрица с элементами

А/ = — 1п Р (йи_1/Х^_1).

Будем искать выражение для оптимальной оценки прогнозиру
емого значения Хоп через оптимальные оценки отфильтрованных 
значений процесса в предыдущие моменты времени. Заметим, что 
решение задачи фильтрации процессов на основе теории статисти
ческих решений приводит к оптимальным оценкам процесса в 
виде средних (максимальных) значений соответствующих апосте
риорных распределений. Учитывая последнее, запишем интере
сующее нас апостериорное распределение совокупности оценивае
мых параметров Хх.......... Х„ в виде

Р (Х1, . . . , X,= Р (Х1.......... Х^/йл-О Р (Х„/Хв_1). (4)
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Явные выражения для сомножителей в (4) легко найти, если 
учесть, что для элементов матрицы, обратной корреляционной 
матрице нормального процесса, справедливо соотношение

ум _ у(л-1» I (5)
О’ ч п ~Гм 4 7

г пп

Здесь индекс вверху обозначает порядок матрицы.
Таким образом, выражение (5) дает связь между элементами 

матриц, обратных корреляционным, различных порядков.
Используя (5), легко получить вместо (2)

Р (ХЬ .. . , Хв) = Р (Х1.......... Х„_!) Р (Хй/Хя_,); (6)

сомножители выражения (6) можно представить в виде

Р (Хх...........Х„_!) = /гехр{-| (Х(п-1,-Х'ср)г 0л-,)(Х(л-1> - Хср)} ;

(7)

Р (Х„/Х„_1) = к ехр | (Х(п)- Хср) (Х(и) - ХсР)(8) 

где V = {1/(Й... вектор-столбец, составленный из соот
ветствующих элементов матрицы И<п). Но тогда в (4)

- Р (ип—1/^„ 1) Р (X,, ..., X ■) Р(ХГ, ..., Х^/ц,,-,) = —^------- п-1’ ( 1-------- = (9)
р («а-1)

= к ехр {- 1 (Х(п"!) - X**) 7 С (Х'1’-1’ - X**)}.

Здесь
С-' = !/(«-» (10

и 
Х**(п-,) = ^„-пд^-1) __ +

Выражение (11) характеризует значение оптимальных оценок 
процесса X!, ... Х„_ь сформированных в текущий момент времени 

—эффект оптимальной фильтрации, а выражение (10) служит 
для определения элементов матриц ковариаций результирующего 
апостериорного распределения, т. е. характеризует точность филь
трации. Интересующее нас прогнозируемое распределение (4) так
же будет нормальным (как произведение нормальных распреде
лений), и его мы представим в виде

Р (Хь .... Х„/Йд_1) = /гехр 1 (Х(л) - Хо)7 С'1 (Х<п) - Хо) ). (12) 
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Для упрощения расчетов в дальнейшем рассмотрим случай диа
гональной матрицы А, что обычно соответствует независимости 
функций правдоподобия на отдельных интервалах наблюдения.

Подставляя (9) и (8) в (4) и сравнивая результат с (12), 
можно найти интересующие нас достаточные статистики прогно
зируемого распределения

Здесь

Из (14) и (16)

__ _ V
Хо = Хср — С-Чо-пс^) (Хср — X* ’);

В + ВУТ$УВ 

-$УТВ
—$ВУ

р = (упп + УТСУ) • -±,
* пп

В = С<п~1) —
С(п-1)уТуС(п-1)

Упп-&УтС<-п-"У '

находим

-$УТВ =
1/Гс(Л-1)

Следовательно, в развернутом виде
V 1 ” *с(„? = -1Д- у упкс(кпг1}.

* пп
к-=1

(13)

(14)

(15)

(16)

(17)

(18)

Учитывая (18), из (13) можно найти выражение для прогнози
руемого значения процесса в виде

п— 1

Кп = У (ХсрА - Х^)(л-’> + Хсрп. (19)

Таким образом, нам удалось выразить оценку процесса для 
момента времени 1п через значения оптимальных оценок, сформи
рованных в момент времени /п_ь Следует отметить, что в выра
жении (19) фактически имеем дело с оценками для предыдущих 
интервалов наблюдения, уточняемых в результате расширения 
этого интервала. В то же время для получения алгоритма сле
дящего типа хотелось бы обрабатывать оценки, поступающие в 
ритме поступления наблюдаемых данных и не требующие уточ
нения.

Это удается сделать, если выразить элементы матриц кова
риаций, сформированных на текущем цикле измерения, через 
элементы матриц ковариаций, полученных в предыдущие момен
ты, т. е. если суметь разделить данные, приобретаемые на теку
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щем цикле измерения, и данные/ полученные ранее. Можно по
казать, что для элементов матриц ковариаций различных поряд
ков при диагональности матрицы А справедливо соотношение

д(0
ПО _ Г('-О_______-___ (20)^1к ^1к Х — А^С^ “ 1к 1

где I, к = 1, 2, . . . , I — 1.
Тогда для оценок внутри интервала можно получить выражение

л— 1 А^С^

(х;--Мм-,, = (х;'-Мю+ з , ‘ХдК-Ч')- <21>к=‘+1 1 — АккСкк

Подставляя (21) в (19), окончательно получаем 
п— 1 . , п—2 п—1 , .

Хоп — 2и V (Ч ^СР*)  V п А| Ъ 1 _ Л(к)С(к) х 
к^1^ ял/=1А=<+11 АккСкк

х^>(х;-х;у) + хсрл
В этом выражении

(< = •.......... *-■);  (23)
1 /=1

/ 6-1 \-1
С^ = (Акк + Укк- 2 Ук1В1тУтк\ ,1 = к. (24)

\ 1,т=1 /
Уравнение (15) будем рассматривать как уравнение для опре

деления дисперсии прогнозируемого значения оценки, а уравне
ние (22)—трактовать как уравнение следящего измерителя.

Анализируя выражение (22), отметим, что объем памяти, не
обходимый для вычисления оценок, определяется видом априор
ного закона распределения экстраполируемых параметров. Эле
менты матрицы У<".> являются весовыми коэффициентами, опреде
ляющими вклад каждой из уточненных оценок параметров, отно
сящихся к предыдущим интервалам наблюдения, в результирую
щее значение параметра на следующий такт работы системы.

Естественно поэтому наиболее просто реализуемые рекуррент
ные алгоритмы обработки информации получить для процессов 
типа марковских, обладающих ограниченным последействием, т. е. 
Уп( = 0 начиная с некоторого I.

В качестве иллюстрации рассмотрим процесс с независимыми 
стационарными вторыми приращениями.

В соответствии с [8] для такого процесса имеем

Хл — 2Х„_1 + Хп_2 = 8. (25)

117



Для независимых и нормально распределенных о априорное 
совместное распределение вероятностей X!.......... Хп

п 
р (Х1...........хо) = кР (Х1) Р (Х8/Хх) ехр (- (X,- -

' <=з

-2Х/_1+Х/_2)2}. (26)

Для интересующих нас элементов матрицы, обратной к кор
реляционной, получаем

Упп = \, Уап-г = -4. (27)
°8 °8

упп^ = У„/ = 0, 1=п-3, п-4, ...
°О

Подставляя (27) в (22), найдем уравнение для оптимального 
значения оценки Хо«:

(>;_.-с.
х™ = - (х;*_ 2 - хсрп_2 + 2 (х;*_,  - хср -

С(п-1) г(п-1)
п—2п.—1 /\ * л**  х(п м . \ п—2п—1 .----- д—(хи-1-хп_1)(п '’ + Чя, 7 = -----------—;

Л2 Л2

Хя-1 = + 4^ (Х’я-1 — Хо«->), * = -р1-
°п-1 °л-1

(28)

Для дисперсии предельных ошибок экстраполяции параметра Хоп 
в соответствии с (15) и (20) имеем

1_______________________ 1_________ )
а2 а2лД2 — 4С(п-'> 4-С^-') (29)
°п ао 4- 1 1 п—2 2 л—2

где С^-^2 и С^~21}п_2 определяются рекуррентно в виде

( 2 \
1-^ (2^2-с<Гз2»_г); (30)

°л-1 )
/ ^2 1

С(л-1) =(;(л-2)_____к [Г<п- В 12 /оП
п-2 п—2 ^п— 2п—2 „2 I 3 [Ьп-2л-1] • (31)

ап—1 ап— 1 /

Согласно (28), на рисунке представлена схема измернтеля- 
экстраполятора, которая работает следующим образом. На вход 
блока / поступает колебание и (к), содержащее параметр Х(/), 
который необходимо измерить и предсказать его будущее значе
ние; на выходе блока / формируется оценка по максимуму функ
ции правдоподобия Х*_ 1 и подается на вход блока //, осуществ
ляющего фильтрацию оценок максимального правдоподобия и 

118



формирующего в результате этого преобразования оценку по 
максимуму функции апостериорной вероятности , которая по
дается на вход блока III, предсказывающего будущее значение 
параметра в данной схеме преобразования выполняются над 
смещенными оценками, что не является принципиальным. Таким 
образом, приведенная схема в виде следящего фильтра с обрат
ными связями, состоящая из сумматоров, линий задержек и ум
ножителей, позволяет измерять оптимальным образом текущее 
значение параметра и предсказывать его будущее значение.

ВЫВОДЫ

1. Алгоритмы, полученные в результате общего решения задачи оптималь
ной экстраполяции, весьма сложны.

2. Предложен метод преобразования алгоритмов оптимальной экстраполя
ции в рекуррентную форму.

3 Сравнительно простую техническую реализацию в виде следящих филь
тров при сохранении высокой точности экстраполяции обеспечивают рекур
рентные алгоритмы для процессов, обладающих марковскими свойствами.
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