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Резонаторы, нагруженные металлическими или диэлектри
ческими телами, находят широкое применение в радиофизике 
сверхвысоких частот, ускорительной технике и т. д. Строго обос
нована лишь теория резонаторов правильной геометрии без воз
мущающих элементов. Приближенные методы теории возмущений 
распространены на случаи, когда резонаторы нагружены малыми 
возмущающими элементами. В последнее время, особенно в уско
рительной технике, большое внимание уделяется резонаторам, 
цагруженным сильно возмущающими элементами. Теория таких 
резонаторов совершенно не разработана. В настоящей статье 
излагаются результаты исследования резонаторов, нагруженных 
резонансными возмущающими элементами, когда сдвиг частоты 
за счет внесения возмущения соизмерим с разностью частот 
между соседними модами колебаний.

Исходные уравнения

Исходными являются интегро-дифференциальные уравнения, 
полностью эквивалентные уравнениям Максвелла и граничным 
условиям на поверхности возмущающего тела:

я(г,/) = Е0(г, /) + (§гас1 Шу — — ^го1П“; (1)

Н = Но /) + (§га(1 Щу - |2) Пм + го1 П%

где

Физический смысл этих уравнений заключается в следующем. 
При ?< 0 в рассматриваемой области пространства существовало 
электромагнитное поле с векторами Е0(г,/), Н0(г, /). В момент 
времени I — 0 в это пространство внесено тело объемом V, харак
теризуемое тензорами диэлектрических и магнитных про- 

‘ ' л л
ницаемостей, сокращенно записанных как е и р. Естественно, что 
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е1 И р-х представляют собой проницаемости окружающего про
странства. После внесения возмущения при I > 0 в рассматри
ваемой области устанавливается электромагнитное поле, характе
ризуемое векторами Е (г, и Н (г, /).

Функция Грина / (|г — г' |, 1 — 1'} определяется уравнением 

I-*')“'■'I. *-*')  =

= — 4-8 (|г-г'|) В (/ — /'). (2)

В неограниченном пространстве / является скалярной функ
цией. В пространстве, ограниченном идеально-проводящим.и стен
ками, расположенными на конечном расстоянии от возмущаю
щего тела, / является тензором второго ранга. Каждая из ком
понент этого тензора удовлетворяет уравнению (2) и отличается 
лйшь характером граничных условий на стенках.

Общее решение исходных уравнений для резонатора 
произвольной геометрии

Для решения уравнений (1) необходимо построить функцию 
Грина этих уравнений в объеме резонатора 2.

Каждая собственная функция объема 2 характеризуется на
бором трех индексов т, п и I, сокращенно обозначаемых через N.

Пусть X# (г ) — собственные функции рассматриваемого резо
натора, удовлетворяющие уравнению

АхД/)+^хДг)=0 (3)

и условию нормировки

(4)

где — собственное волновое число, соответствующее волновой 
функции Хдг. Ищем функцию Грина в виде

/(|Г-Р|, = х;(Р). (5)
N

Тогда из (2) с учетом (3) и (4) находим уравнение для опреде
ления амплитуд аы: '

“ , 2 4лс2 5
О-ы + “ол^ = — о И — ‘ ), (6)

где “олг ~ ^ол/с2/е1Р-1 ~~ собственные частоты невозмущенного резо
натора. Решение уравнения (6), удовлетворяющее начальным 
условиям == 0 при I < 0, а# = 0, имеет вид разрывной функ-
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ции параметра I. Подставляя его в (5), получим для функции 
Грина следующее выражение:

/-г)=
У Хм 

е1 Р-1^ “ 
N

О

81П ш0ЛГ (/ — I') 

при / > I' 
при I < I'.

(7)

Пусть при I > 0 как внутри возмущающего тела, так и во 
всем объеме резонатора установились гармонические колебания 
частоты и>. Не нарушая общности, можно положить, что

Е (г,х) = Е (г) соз ш/; Н (г, /) = Н (г) зт ш/. (8)

Тогда потенциалы Герца принимают вид

1 , . л ■!> 
----- ■ 5- (соз (00Лг/ — СОЗ <0$ 
“2~ “ом

х (9)

Пм (г, У —-—г (— 51П Шол// — 51П и>/) Хдг (г ) X

V

До внесения возмущений в прдости существовали электро
магнитные колебания, характеризуемые фдной из резонансных 
частот, например, шом- Не нарушая общности можно считать, что

Д0(г,^ =Д0(г)со8шом/; Д0(г>) ==Я0(Р)зш<ц0м/. (Ю)

Соотношения (8)—(10) позволяют представить интегральные 
уравнения (1) для внешних точек гэ V в следующем виде: 

г2 гл соз Г/ ...Е (г) соз о>/ = Е0[г) соз шом^ Ч------х-У------- г §гас! с!1У +
' " «>а-ш0Л,1Л

_ го1 х„ (;) / -1) и (;);; (;■) -

с \ Г1 /

С2 

г,|Л12
У соз «И

9. 2
N “ ““ОМ

^гааду
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х 5 —0 ) ** аг> ~ ? г°1 Щн—Ох
V V 1

х н[г'Ж И^'];

Н (г) 81П ш1 = Но (г I 81П Ш0М1 4--^-^-.‘^- °ы*_  Гл. /§гаа Шу + 
Е11Л1-- щ2 _ ш [_0>ОЛГ у

N

+-^) х„ (;) у -1) н*  (;) (?) аГ' ~

_ ±2™. го!_ 1р (/) х; (/) с1г'^ —

С2 V’’ 81П <о/ Г/ , ,. ,
—----- о 7 --------- 5- §гас1а1У4-е1(Х12 а)2 _ ш2 Н ь *

N

V ' ’

— ^гоиДР) 1)е(Р)х^ (/)(/?]. (Н)

Представляя поле в резонаторе с нагрузкой в виде (8), мы 
пренебрегаем переходными процессами, возникающими при вне
сении возмущения. Поэтому в уравнениях (11) не содержатся 
слагаемые, описывающие эти переходные процессы, что, впрочем, 
несущественно, если понимать амплитуды полей как средние во 
времени вида

= 2Нт 4-1 (/,/) соя о)0лг/с?/. (12)
1 о

Пользуясь формулой усреднения (12), из (11) находим следую
щие уравнения для электрического и магнитного вектора:

Е И=- ^2- (§га<1 И х
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+го‘ 2 И *'•  (16)

Соотношения (13)—(16) в наиболее общем виде решают задачу 
о возмущении резонаторов телами произвольной формы и с 
произвольными значениями проницаемостей.

При этом соотношения (13) и (15) определяют возмущенные 
поля через внутреннее поле в возмущающем теле и сдвиг часто
ты. Соотношения (14) и (16) приводят к дисперсионному уравне
нию нагруженного резонатора, т. е. определяют сдвиг частоты 
через параметры с-амого резонатора и возмущающего тела.

При г е V интегральные уравнения (1) определяют внутреннее 
поле через невозмущенное поле, существовавшее в резонаторе 
до момента внесения возмущения.

Случай малых возмущений

Применим общие уравнения (1) для описания малых возму
щений в резонаторе. Считаем у<1, где а — линейные размеры 
возмущающего тела. Внутренние поля в возмущающем теле 
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могут быть найдены в квазнстатическом приближении, которое 
следует из (1) в результате предельного перехода со. Урав
нения (1) принимают вид

ЕЙ =Е0(г) + ^ёга(1д1У
V ' 1

н (г) = Но (7) + 1 ёгад <Ну { Й - 1И й (IИ) <17) 
Л \г1 /
V

где функция Грина /(|г — г'|) определяется уравнением 

д/(|;-г|)=-4к8

и для неограниченного пространства равна

/ (I г - г' I) = р- ■ ^| •

Уравнения (17) уже исследовались ранее [1].
Если предположить, что Е0(г) и Но (г) изменяются мало на 

расстояниях порядка размеров возмущающего тела, т. е. Ео (г) == 

= сопз! и Яо (г) = сапа! при г е V, то тогда для тела эллипсо
идальной геометрии внутренние поля будут постоянными [2]. 
Действительно, ньютоновский потенциал для внутренних точек 
однородного эллипсоида является квадратичной функцией декар
товых координат

-рАгг = С-^с(7^ + /# + /з22), (18)
V |г — г'|

где а, Ь, с — полуоси эллипсоида; /{, /2, /3 — постоянные, вы
ражающиеся через величины а, Ь, с. Тогда интеграл в (17) 
справа повышает степень переменных на две един'ицй, а диф
ференциальный оператор второго порядка перед интегралом по
нижает эту степень на две единицы. В конечном итоге находим 
систему линейных алгебраических уравнений, из которой следует

Е = ВЕ0(г0); Н = АН0(г^, (19)

Л Л -
где А и В — числовые матрицы, определенные в [1]; г0 — радиус- 
вектор центра эллипсоида; Ео (г0) и Но (г0) — поля, которые бы

ли бы в точке г0 при отсутствии возмущения,
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Для изотропного эллипсоида эти матрицы приводятся к диа
гональным матрицам, элементы которых приведены в работе [1].

Л Л
В случае сферы матрицы А и В приводятся к единичной, умно
женной на постоянное число:

Л Л 1 о,, Л Л I о.Л = в = / ‘ _±к_. (20)
4п р. + 2р.] 4л е + 2ех ' '

Соотношения (20) будем использовать и при рассмотрении 
возмущений в резонаторе. Заметим, что учет в выражении для 
функции Грина при г^У граничных эффектов на стенках резо
натора несущественен для нерезонансных возмущающих тел 
и приводит к тонкой структуре резонанса в случае резонансных 
возмущающих тел, которые в настоящем разделе не рассматри
ваются.

Применим теперь общие соотношения (13)—(16) к описанию 
дисперсионных свойств и структуры полай в цилиндрическом 
резонаторе, нагруженном малым диэлектрическим телом. Пусть 
координаты центра тела есть (О, О, г0). Возмущающее тело пред
полагается изотропным, а его магнитная проницаемость равна 
проницаемости окружающей среды (р = р.х). Тогда магнитный 
вектор Герца равен нулю (заметим, что невозмущенное магнит
ное Ноле всегда равно нулю на оси цилиндрического резона
тора, поэтому магнитный момент этого тела равен нулю даже 
при р. рх). Собственные функции резонатора хол/ (г, г), норми
рованные согласно (4), имеют вид

т/~ 2 / г \
Хот (г, г)~ •/Ца'^созЫ, (21)

где а" — п-й корень функции Весселя нулевого порядка; — 
радиус резонатора; кц =?/л/Л — продольное волновое число не
возмущенного резонатора; Ь — его длина. Продольная часть 
функции Грина (7) для электрического вектора может быть 
записана в виде

ЛДР-г'

В1Р12 ‘ 2 /2 (а«) ’ 7о(а0 /?)С08^г X

X соз к^г' 51П о)0Лг (/ — /') (22)
при />/', и 0 при I < /'

Суммирование по п и I ведется по всем целочисленным значе
ниям п = 1, 2., . . ., I ~ 0, 1, 2, ...

При осевом расположении возмущающего тела возможны 
поля с отдельно взятыми индексами по п. Для упрощения после
дующих вычислений будем предполагать, что индекс п имеет 
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определенное значение.Тогда из (13), (15) и (22) находим следу
ющие выражения для возмущенных полей Ем — мод колебаний:

с у ^-к231 2 т I п г\^
г 2_щ2 ’ /2/ а0 К(=о от -11\ао) /

X соз кц2 соз кц20 — (г0

- к м
с1 V 3/ 2 , I „ г)

“ '/?(»;) 1г°'!г
1=0

X СОЗ кц2 СОЗ ^^(-1-1)^(0) (г')аг’.
V ' 1 '

(23)

Здесь уже принято во внимание, что линейные размеры тела 
малы по сравнению с длиной волны и соз^г' заменен на 
соз к3120.

Соотношения (14) и (16) приводятся к виду

Ео1^ = — А 0 — к?31) ^а" А-) соз к31г;

Еомг = — /Мз/ • (у) ) З1п к^г;

Н01^ = Ао • • (?) А (“3 С05 ^з/г, (24)

где
Ао =тт;-о- • ---- —— ■ пх- • соз к3120 ( (----- 1) Е^

0 ЧМ12 /2(аЗ) “Л*! / г к 1 ’

N — набор индексов, характеризующих невозмущенную волну 
(т. е. 0, п, I). " ' ’

Соотношения (23)—(24) решают поставленную задачу. Прежде 
чем переходить к анализу конкретных случаев, сделаем ряд 
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общих замечаний. Соотношения (24) удовлетворяют уравнениям 
Максвелла для невозмущенного резонатора

го! = - — • Ном-, го! Я0№ - Ео„, С с
поэтому два последних соотношения следуют из первого. Если 
запишем Еол^-компоненту невозмущенного поля в виде

Еокг = Е0}0 (а" соз к3[г, (25)

внутреннее поле Е(г0) выразится через это поле соотношением 
Е<°) = ВЕ0ЛГг(0, г0), (26)

где В — коэффициент, зависящий от геометрии возмущения. 
В случае сферического возмущения, согласно (20),

В=^-

Подставляя в первое из соотношений (24) поле Еомг в виде (25) 
и выражая внутреннее поле согласно (26), получаем диспер
сионное уравнение резонатора, нагруженного малой диэлектри
ческой неоднородностью на оси

» 9 V 2с2 со^к31г0
“ МОЛГ - й ■ едл, '

„П \2
“о 1
В / (28)

В частности, если неоднородность имеет сферическую форму, 
то, согласно (27), дисперсионное уравнение принимает вид

, , V 6сг со8!/г3,г0 /ао \ г — е,
----  ц)2 —-------- - . ____ . . . . I _±_ I , ______ Е

0ЛГ (ад) / 6 + 2е]

При малых возмущениях эта формула может быть записана 
в таком виде: ‘

Д» с‘ /«о? С08гйзгг0 V 3(е — ег)
— = *— ' I "7Г“ I --- _ ' --- » •—=-- ~~ -----——-- - -
“ “ом / Л (ао) е + 2 е1

Эту же формулу можно записать непосредственно из (14) и (16)

Д<1> _ Зе — г, V ^ог (2о)
<о 2 е + 2гэ С с2 ’

Й

где Я0г(20) — невозмущенное поле в месте нахождения шарика. 
Полученное соотношение впервые найдено Слэтером и Майером 
[3] и служит рабочей формулой для нахождения амплитуд полей 
по сдвигу частоты в резонаторе.
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Дисперсионные уравнения (28) и (29) показывают, что если 
резонатор был возбужден на моде Ем (0, п, I — №), то'в резуль
тате возмущения его частота уменьшается (<о < ш0Лг), если е > ех.

Однако смещение частоты пропорционально отношению У/2 
объема тела к объему резонатора и для нерезонансных возму
щений мало. '

Структура поля в нагруженном резонаторе

Соотношения (23) определяют установившееся поле в нагру
женном резонаторе. Эти поля должны удовлетворять уравнениям 
Максвелла с измененной рабочей частотой

го1Д = — ^-Н-, го!Я = -| Е. (30)

Путем непосредственных вычислений легко убедиться, что 
каждая гармоника полей в рядах (23) этим уравнениям не удов
летворяет. Чтобы показать, что суммарное поле удовлетворяет 
этим уравнениям, произведем суммирование по I.

Сделаем эти вычисления для поля

Н = с’ • 2 . ] у* с ) >2 (% К ) Х

С11___ 1) рт (р') уч со5 С03 кз1г<>
I \ 21 / 2 / I 2 2Vх 7 <*>  — юоп/

/=0

Легко заметить, что приведенная сумма представляет собой 
Фурье — преобразование следующей функции:

/ ч _ С* V СО8 &3/2 СОЗ &3/20 _
’ 0 ЧН ’ Ь ~

/=0

Ь соз А3гсоз й3 (I —
2 ‘ /г381ПЛ3Л > 2<го

~ Л соз к3га соз к3 (Ь — г)
2 ’ к3з1пк3Ь г>го>

где
/а"\2

(32)

Функция удовлетворяет уравнению
= -^(2-г0). (33)
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С помощью функции И? поля (23) могут быть представлены 
в следующем окончательном виде:

где

(34)

(35)

Нетрудно убедиться, что поля (34) удовлетворяют уравнениям 
(30) и справедливы при произвольных возмущениях частоты.

Управление структурой поля резонатора с помощью 
резонансного возмущения

Малые нерезонансные возмущения приводят к малому сдвигу 
частоты и к малому изменению структуры поля. Однако малые 
резонансные возмущения приводят к значительным сдвигам по 
частоте и поэтому могут быть использованы для управления 
структурой поля в резонаторе.

Рассмотрим управление структурой поля в цилиндрическом 
резонаторе с помощью сферического резонансного тела, располо
женного на оси резонатора — точка (О, О, г0).

Сферическое резонансное тело представляет собой диэлектри
ческую сферу из диэлектрика с большим значением диэлектри
ческой проницаемости. Тогда при условии, что а/Х<§( 1, величина 

может быть как меньше единицы, так и приближенно рав
няться ей. В этом случае коэффициент В (27) и дисперсионное 
уравнение (29) формально сохраняют тот же вид, что и для 
шарика с малым е, однако значение диэлектрической прони
цаемости в формулах заменяется на эффективное значение, 
равйое [4]

еЭфф = гР {ка Уе. ), к = ™ ;

а — радиус шарика. Функция Р (х) имеет вид [5]
Р (х) = ..2Л81П * —... ■ (36)

К ’ (X2 — 1) 81П X + X СО8 X ' '
График этой функции представлен на рис. 1. Из вида функции 
следует, что при каУ г— 1 Р (х) — 1 и лишь при каУ г— 3,1
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функция Р (х) неограниченно возрастает и меняет знак на про
тивоположный. При отрицательном Р (х) возможна ситуация, 
когда

гР (/га |/Г) + 2ех = 0. (37)

Уравнение (37) определяет условия резонансного возбуждения 
сферы.

Рис. 1.

При резонансном возбуждении сферы разность <»2 — может 
стать большой, несмотря на малость отношения У/2, так как

V е — 6,
2 ‘ е + 2г, > *

В выражении для полей (23) разность ш2— стоит в зна
менателе. Поэтому, если в резонаторе были колебания типа 
и в этот резонатор введено резонансное возмущающее тело, 
сдвиг частоты приводит к изменению структуры поля. При боль
ших сдвигах ш2 может стать равной ю2 Л,_(, что и приведет 
к непрерывной трансформации Е0л'-моды колебаний в Ео, д,—1-моду. 
Исключение составляет наинизшая мода колебаний Ё010, частота 
которой может убывать неограниченно, не возбуждая других 
мод колебаний.

Поля определяются соотношениями (34), которые справедливы 
при произвольных возмущениях, расположенных на оси резона-
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тора. Сдвиг частоты от возмущенного значения определяется 
дисперсионным уравнением (29) "

а продольное волновое число связано с частотой ш = 
соотношением (32). Таким образом, все параметры поля пол
ностью определены.

В качестве примера 
рассмотрим случай, 
когда на оси цилиндри
ческого резонатора рас
положена сфера, пара
метры которой (диэлек
трическая проницае
мость) могут изменяться 
непрерывно. На графи
ке рис. 2 представлены 
изменения резонансных 
частот нагруженного 
резонатора от диэлек
трической проницаемо
сти сферы. Из графика 
следует, что с ростом 
е собственные частоты 

да ж /да /да по юо т о

Рис. 2.

резонатора вначале изменяются мало, но в окрестности резонанс
ных частот сферы (е— 160—180) происходит значительная пере
стройка колебаний резонатора. В идеальном случае диэлектри
ческой сферы без потерь каждая из частот уменьшается почти 
до нуля, и наряду с этой ветвью колебаний возникает следую
щая, с высокой частотой, которая быстро уменьшается практи
чески до невозмущенной частоты резонатора. В пределах действия 
сильного возмущения резонансная частота колебаний всецело 
определяется резонансными свойствами сферы и распределение 
поля нечувствительно к неточностям в изготовлении остальных 
элементов резонатора. В этом смысле можно говорить и о ста
билизирующем действии резонансного возмущения.

Изменение резонансной частоты приводит к изменению про
дольного распределения поля на оси резонатора. На графике 
рис. 3 представлена зависимость 1^--“! при г < г0 от изме-

I ^011 (и) I

нения диэлектрической проницаемости сферы. Видно, что с умень
шением резонансной частоты происходит смещение минимума 
поля с последующей трансформацией Е0П-моды колебаний в 
Е0ю-моду. Одна из наиболее важных особенностей этой транс-
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формации состоит в том, что заметное смещение минимума поля 
достигается еще вдали от собственно резонансной области. При
непрерывном изменении видно, что кривая

Рис. 3.

/ соответствует е = 15, 
кривая 2 соответствует 
е = 35, третья — 52, 
четвертая — 100, и 
лишь кривые 5—7 до
стигаются при перехо
де в собственно резо
нансную область е— 
~ 160—180.

Подобная зависи
мость частоты и струк
туры поля от парамет
ров возмущения может 
быть обеспечена и дру
гими возмущающими 
телами (ферритовые и 
диэлектрические стер
жни, параметры кото
рых зависят от внеш
них, статических, маг
нитных или электри
ческих полей, полу
волновой вибратор и 
т. д.).
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ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ ХАРАКТЕРИСТИК 
ЗАМЕДЛЯЮЩЕЙ СИСТЕМЫ НА КРЕСТООБРАЗНОМ

ДИАФРАГМИРОВАННОМ ВОЛНОВОДЕ

А И. Терещенко, В. Г. Шульга, А. Г. Шеин
Харьков

В мощных лампах бегущей волны в качестве замедляющих 
систем широко используются цепочки связанных объемных резо
наторов. Их применение обусловлено достаточно высоким уров
нем допустимой мощности рассеивания. К этому классу относит
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