
свыше 1 а в широком диапазоне частот происходит генерация 
мощных колебаний, интенсивность которых возрастает с увели­
чением разрядного тока, напряженности магнитного поля и с 
уменьшением давления газа. Это явление может быть использо­
вано для нагрева частиц плазмы, при изучении нелинейных 
процессов в ней и конструировании шумовых генераторов.
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МАТЕМАТИЧЕСКИЙ АППАРАТ ТЕОРИИ НЕЛИНЕЙНЫХ 
КОЛЕБАНИЙ ЭЛЕКТРОНОВ В МАГНИТНОМ ПОЛЕ.

I. МЕТОД УСРЕДНЕНИЯ В ДИНАМИКЕ 
МАГНИТОНАПРАВЛЯЕМЫХ ПОТОКОВ

В. А. Мураховский
Киев

Особенностью и сложностью магнитонаправляемого винтового 
движения является релятивистская зависимость массы и, следо­
вательно, собственной частоты вращения электрона (гирочастоты, 
от его энергии, непрерывно изменяющейся под воздействием 
внешних резонансных сил. При этом с течением времени может 
наблюдаться существенное возмущение в первую очередь фазы 
колебания частицы, приводящее к смене самого характера воз­
действия поля на частицу (например, вместо первоначального 
увеличения ее кинетической энергии начинается уменьшение 
последней), поэтому привлечение релятивистских уравнений ста­
новится неизбежным даже при скоростях движения, в несколько 
раз меньших скорости света. На это важное обстоятельство 
впервые обратили внимание независимо друг от друга А. В. Га­
понов и Ю. Шнейдер в 1959 году.

Ниже предпринята попытка систематизации различных под­
ходов к проблеме анализа возмущенного магнитонаправляемого 
движения электронов. Предлагается, как нам кажется, в доста­
точной мере простая и математически обоснованная методика 

80



построения нелинейной системы дифференциальных уравнений 
усредненного винтового движения электронов в силовых электро­
магнитных полях при гирорезонансе.

Невозмущенное движение

Запишем релятивистское векторное уравнение движения элек­
тронов, направляемых однородным полем 1гМ, в дополнительном 
электромагнитном поле Е, В

Т {е + [о, В + Г>]}. (1)

Здесь т — продолжительность движения;
V — вектор скорости;
Р — отношение абсолютной величины скорости частицы 

к скорости света с;
т) — модуль удельного заряда электрона при нулевой 

скорости.
В тривиальном случае отсутствия дополнительного поля 

[е = В — о) имеем

е(рТ=р)+’|Р’ ^Л11 = 0- (2>
Как известно, при движении заряженной частицы в магнит­

ном поле величина ее полной скорости остается неизменной.
В этом легко убедиться. Умножим (2) скаляр но на V;

ы (/а- = о. (3)

Раскроем скобки и обозначим |ц|= V

уу | __ УУ ^с2 — ( 1 \ — 0 (4)
V 1 — з2~ (1 — (1 _ р)"/> аЦ/ттгр/ ’

где точкой над символом переменной обозначено дифференциро­
вание по т. На основании (4) (1/]/1— р2) =сопз1, откуда

Р = Р,- = сопз1. (5)
Здесь I — индекс начальных условий (1пШа1).

Используя этот факт, распишем (2) покоординатно:
Уг = 0, Ьх + 9.{0у =0, Уу — = 0, (6)

где
2, = Г К1 — р?, Г =
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Вводя для краткости записи комплексную скорость о*  +/оу 
(/=К—1), вместо (6) имеем

Ьг = 0,^(рх + ]О1/)-]21(Ох+]О!1)=0, (7)

откуда, выбирая начальные условия
V*, ®Х1 + ]Уу1 /У« ехр /»,, (8)

получаем решения
у? = и?/, Ух + \Уу = /у» ехр / (й,т + &,), (9)

чем — начальная фаза

где ог/, VII и О7 — постоянные. Раз­
деляя действительные и мнимые 
части, окончательно получаем

Уг = Угб Ух = — VII 81И (2/Т ф- &/);

VI/ = VII СОЗ (Й/Т + &,).
(Ю)

Решения (10) означают, что час­
тица движется по винтовой траек­
тории с постоянной продольной 02( 
и поперечной составляющими ли­
нейной скорости и с постоянной 
скоростью й, изменения фазы, при- 

(й( — гирочастота).
Элементы поперечной части движения (как невозмущенного, 

так и возмущенного) дополнительно пояснены на рисунке.

Возмущение скоростей и фазы
Возвращаясь к (I), рассмотрим общий случай Е, В =/= 0. Пусть

V = {ох, Оу, уг}, у2 + у2 =У?, р = у/с. Распишем (1) покоординатно

Ух + УйГГТ^2 + 14р5(Мг + ^)=ах/П=15; (11)

Ч - ухГ (₽гуг + = ау /Г=Та.

Здесь через а = — -ц {в + Iу, в]} обозначено ускорение нереля­
тивистской теории. ’

Вводя для краткости записи комплексную скорость ох + 
имеем ' '

V. + IVу - / (Ух + /Ч) Г / х

X (Й 4- = («X + 1ау) к (12)
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При наличии электромагнитного поля Е, В движение элек­
трона удобно трактовать как возмущение винтового движения, 
рассмотренного выше. Поэтому целесообразно ввести мгновенную 
фазу & распределения декартовых компонент поперечной скоро­
сти V} с помощью соотношений, напоминающих (10), что

ЦЛ.=— 0,810 8, 1^=0,0088. (13)

Иначе, мы совершаем замену переменных ох, о„ на о/, 8. 
Выбор именно такой замены объясняется тем, что в тривиальном слу­
чае VI — он = СОП81, 8 = -Ф = сопзВ Поэтому есть основания на­
деяться, что в возмущенном движении величины о(, & предста­
вятся главным образом медленно меняющимися членами, а сла­
гаемые, описывающие мелкие вибрации, можно будет усреднить.

Подставим (13) в (12):

+ + фф] = (ах + /ау) Г1 - р2 ехр (-/&), (14)

Разделяя здесь действительные и мнимые части и привлекая 
первое из соотношений (11), имеем

1’г(1-3?) + ^-сг(1-₽2)^;
(1 — ₽г) = — (ах81п 8 —-ау со=8) (1 — р2)3/*;  (15)

VI (8 — Г /Т^Р2) = — (ах СО88 + ау 81П 8) /П^2.

Решая первую пару уравнений относительно ог, VI, получаем 
систему дифференциальных уравнений движения в 'нормальной 
форме:

6г = [(а*  81п & — ау соз 8) ф- аг (1 — ^)] V1 — р2;
V/ = [— (ах 81п 8 — аусо8 8) (1 — 3)) — аг?г&] У 1 — Р2» (16)

8 = [Г — оГ1 (ах соз 8 ф- ау зт 8)] р! — ₽2-

Возмущение координат

Входящие в правую часть (16) компоненты вектора а зависят 
в общем случае от времени и от координат, поэтому наряду с 
уравнениями (16) для скоростей необходимо дополнительно рас­
смотреть уравнения, описывающие изменение координат электро» 
на в процессе его движения.
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В тривиальном случае при а = 0 из (10) получаем
х = 4- (п»/й/) соз (й<т + 1Ь);
у = УI + (я«М) 81 п (й,т + ^);

г = ?{ + огг, (17)
где X,, У{ — координаты оси винтовой траектории час­

тицы ;
= Уп-/Г ]/"1 — р? — радиус ее движения;

й/ — угловая скорость.
Все названные величины постоянны.

При а 4 0 вследствие сохранения общего характера движения 
как винтового, можно говорить о мгновенных координатах оси X, 
У, радиусе г, угловой фазе (азимуте) 8. Основную информацию 
об этих величинах, следует ожидать, несут медленно меняющиеся 
слагаемые их точных выражений. Поэтому вместо (17), следуя 
идее' метода вариации произвольных постоянных, имеем

х 4- ]у = X + ]У + г ехр /8. (18)
Здесь две декартовы координаты частицы х, у выражены через 

четыре неизвестных функции X, У, г, 8, поэтому последние 
определяются неоднозначно. Для их однозначного определения 
необходимо наложить какие-либо два дополнительных условия. 
Этими условиями распорядимся так, чтобы при переходе к три­

виальному случаю а = 0 получалось X = Х{, У ~У(, г — V^^/Г х 
X V1 — Р/, 8 = & = й/т: &/. Выбираем

г = ^/ГфТ^р, 8 = &, (19)

тогда вместо (18) имеем
х + ]у = X + /У + (ц</Г К1 — Р2) ехр /», (20)

и подлежащими определению остаются две функции X, У. Для 
их отыскания используется самоочевидная связь координат и ско­
ростей

х + ]'у^х + ]'оу, г = ог. (21)
Из (20) имеем

х + й = Х + /У + /^] ехр/9, (22)

т. е. на основании (15)

X + !У = х + ]У + (ау — ]ах)/Г Д ехр /&. (23)
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С другой стороны, из (13), (21)
X + 1У = ехр /». (24)

Сравнивая правые части (23) и (24), заключаем
X =—ау/Г, У — ах/Г. (25)

Резонансные силы

Будем рассматривать движение электронов в полых электро­
динамических системах — волноводах и волноводных резонаторах, 
где поля представлены бегущими или стоячими волнами и в общем 
случае зависят от координат и времени по типу

П (X, у) Р (г) / (р), Р =<» (г - + Рь (26)

где амплитуда ПР есть функция поперечных координат х, у и 
может также «медленно» меняться вдоль продольной координаты 
г; периодическая (с периодом 2к) функция /(р) учитывает «быст­
рые» изменения поля вдоль продольной координаты г и с тече­
нием времени Л “ — частота, фазовая скорость берущей 
волны (формальный переход Цф -> ± оо с учетом зависимости Р 
от г дает возможность описать также случай стоячих волн); 
р может рассматриваться как фаза, причем р( — начальная фаза 
в системе отсчета неподвижного наблюдателя.

Если теперь перейти к системе отсчета, связанной с движу­
щимся электроном (т. е. фактически от переменных Эйлера к 
переменным Лагранжа), следует положить

I = Л' + т, 2 = г, С, (27)
где 1-1 — момент влета рассматриваемой частицы в силовое поле, 
т. е. прохождения ею входного сечения 2 = г,-. Вместо (26) имеем 

П (х, г/) Е (2; + С)/(р); (28)
р = « (Л- + — 27/Рф — ^ф) + Р1-

Рассмотрим условие осуществления кумулятивного, т. е. резо­
нансного, квазистационарного взаимодействия движущегося по 
винтовой траектории электрона с полем типа (28). Это условие 
(назовем его условием гирорезонанса) состоит в том, что ско­
рость изменения фазы сил поля р = ш (1 — ог/Цф), испытываемых 
электроном, должна быть приблизительно кратной азимутальной 
скорости частицы &. Согласно (16), при сохранении винтового 
характера движения электронов азимутальная координата & ме­
няется приблизительно со скоростью 4 Г 1 —"р2, поэтому 
условие гирорезонанса имеет вид

р^«&, ш(1 —цг/уф)^пГ)ЛП-^( (Ш)
где п — порядок резонанса (целое положительное число).
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Целесообразно ввести в рассмотрение относительную фазу
6 =. р — пЪ, 0/ == ш (/,• — г(/Уф) ф- р1 — п&ь (30)

являющуюся мерой расфазировки электрона в его движении 
относительно переменного поля. Скорость изменения относитель­
ной фазы в, согласно (16), есть

0 = а) (1 — с’г/Гф) — пГ ]/ 1 — р2 4- поТх (ах сов & 4­
4- аи 81П 0) V1 — р2. (31)

Начальные условия

Вопрос о начальных условиях колебательного движения мате­
риальных частиц, попадающих в переменное резонансное силовое 
поле, является далеко не тривиальным. Имеется в виду то чре­
звычайно важное обстоятельство, что в системе Эйлера вслед за 
переменным во времени (пульсирующим) характером силового поля 
также и граничные условия движения суть величины отнюдь не 
постоянные, но функции времени. Иными словами, судьба дви­
жущегося электрона предопределяется той фазой поля, с которой 
он встречается в момент 1 = 1, пролета входного сечения г,, так 
как вследствие режима гирорезонанса эта фаза сопровождает 
данный электрон и при I > и, лишь медленно меняясь с течением 
времени.

Таким образом, для уяснения картины взаимодействия сплош­
ного потока частиц (в целом) с периодическим силовым полем 
следует рассматривать поведение не просто отдельно взятого 
электрона, но изучать коллективное движение сразу континуаль­
ного множества «частиц», различающихся начальными условиями. 
В случае колеблющегося во времени поля (которое, собственно, 
и представляет предмет нашего исследования), когда картина 
электронно-волнового взаимодействия периодически повторяется, 
в качестве означенного континуального множества можно при­
нять к рассмотрению любой мысленно выделенный отрезок пото­
ка, прошедший в зону силового поля через входное сечение г» 
за непрерывный промежуток времени влета /,■ длительностью 
ровно в один период колебаний поля (безразмерное время влета 
ш/, при этом получает приращение в 2тс).

В простейшей задаче об однородном (на входе) потоке началь­
ные значения координат и скоростей есть константы, и лишь 
начальное значение относительной фазы 0,- (30) линейно меняется 
с ростом и>Л', поэтому упомянутый выше континуальный отрезок 
потока может быть представлен произвольным сплошным проме­
жутком значений 0,- длительностью в 2тс. Например, принимается

Х[ = сопз!, УI = сопз!; о# = сопз!, оц = сопз!;
0,е[--; 4-"]. (32)
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В более сложных задачах встречаются случаи предваритель­
ного управления начальными условиями движения электронов, 
когда функциями времени являются наряду с относительной 
фазой о, также координаты X,, У, и скорости ог(, оц во входном 
сечении г, (или некоторые из них). Допустим, управляющее 
устройство снова представляет собой уже знакомое нам простран­
ственно-ограниченное резонансное силовое поле или последова­
тельность таких полей (тогда индекс I будем рассматривать как 
нумерующий индекс, 1 = 1,2,...). Во входное сечение гг управ­
ляющего устройства поступает однородный сплошной поток с на­
чальными условиями типа (32), где 1 = 1.

Тогда математическое описание управляющего устройства 
представляет собой набор «передаточных» функций типа

X, = X, (61)', = Г2г = ^г/(01); _

У// = у«(в1); = 0» (01); 61 е[—’к; +М,

которые по существу и выполняют роль континуальных началь­
ных условий для основной дифференциальной задачи.

Мы будем исходить из возможности наличия управляющего 
устройства, а также считать принятыми начальные условия в 
форме (33), которые при необходимости редуцируются до (32) 
в частном случае 1 = 1.

Усредненная система уравнений движения

Сведем вместе все полученные выше результаты. В итоговой 
системе уравнений целесообразно выделить медленные движения 
на фоне вибраций, связанных с быстроменяющейся фазовой пере­
менной — азимутальной координатой электрона &. С этой целью 
выразим фазу р силового поля, испытываемого электроном, через 
азимутальную координату последнего & из (30)

р = е (34)
и заменим всюду в функциях ах, аи, аг, представляющих данное 
силовое поле в правых частях дифференциальных уравнений (16), 
(25) и (31), аргумент р на 6 + пЪ (34).

Отметим следующее существенное обстоятельство. Перечислен­
ные уравнения с указанной подстановкой образуют прежде всего 
нормальную систему. Данная нормальная система является и так 
называемой стандартной (по Н. Н. Боголюбову) системой, по­
скольку все правые части порождены в определенном смысле 
малыми силами, лишь возмущающими за время одного оборота 
параметры винтового движения частицы (частотная расстройка 
ш(1 — пг/пф)— «Г ]/ 1 — й2 в уравнении (31) также мала: гиро­
резонанс). Величины X, У, ог, VI, 0 выступают в первую очередь 
как медленно меняющиеся переменные, а & — как быстро вра­
щающаяся фаза.
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В связи с этим можно приближенно заменить стандартную 
систему упрощенной системой сглаженных или, как говорят, уко­
роченных уравнений путем усреднения всех правых частей по 
явно входящему аргументу & на произвольном промежутке дли­
тельностью в 2я. ’

Выполним указанные действия и подведем итоги.
Итак, на основании (13), (20), (21) движение электрона опи­

сывается как

х + ]У = X + ]У + (о</Г К1 — Р2) ехр /9;
• ■ „ • (35)х + ]у = их + ]оу = ]О1 ехр /9, г = аг;

при этом входящие в правые части (35) переменные определяются, 
согласно (16), (25), (31), из системы усредненных дифференциаль­
ных уравнений в нормальной форме

щ = У 1 — I [(ах81п& —аусо8&)рг₽/ + а2(1 —Р2)]й&;
—тс

. ______  I +*
VI = VI — Р2^ / [—(йх 810 9 — ^008 &) (1 — $) — «грг₽/]о?9;

в = Ш (1 — иг/Сф) — пГ V1 — Р2 +

4- . 1 у (ах сов & + ау 81 п 9) с/9, (36)
4 —ТС

дополненной начальными условиями (33). Под знаками интегралов 
берутся декартовы компоненты вектора

й = -^{в + [о, в]) (37)

с заменой аргумента р = ш ((— г/Сф) + р1, являющегося фазой пе­
ременного поля, по типу (34)

аГшр—— ) + р[, 91 = а (0 + п9, 9), (38)

причем медленно меняющиеся переменные X, У, ог, 0(, 6 высту­
пают в этих интегралах как параметры.

В заключение приведем оценку погрешности, возникающей 
при сглаживании стандартных систем уравнений. Решение усред­
ненного по быстрому вращению уравнения медленного движения 
аппроксимирует точное решение исходного дифференциального 
уравнения с абсолютной погрешностью не более порядка вели­
чины правой части, деленной на угловую частоту быстрого вра­
щения при условии, что рассмотрение задачи ограничивается 
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таким интервалом времени, произведение длительности которого 
на порядок правой части уравнения есть величина не более по­
рядка единицы размерности соответствующего зависимого пере­
менного.

МАТЕМАТИЧЕСКИЙ АППАРАТ ТЕОРИИ НЕЛИНЕЙНЫХ 
КОЛЕБАНИЙ ЭЛЕКТРОНОВ В МАГНИТНОМ ПОЛЕ.

УСРЕДНЕННОЕ ВИНТОВОЕ ДВИЖЕНИЕ

В. А. Мураховский
Киев

Проследим получение усредненных дифференциальных урав­
нений движения для обобщающего случая гибридных полей, 
реализуемого при допущении об одновременном присутствии 
ТМ-и ТЕ-типов. По мере надобности мы будем полагать ампли­
туду того или иного типа исчезающе малой и тем самым выделять 
в чистом виде результаты, связанные с ТМ-либо ТЕ-полями 
в отдельности.

Чтобы акцентировать внимание на главных особенностях 
резонансного движения электронов, заранее условимся о некото­
рых упрощающих предположениях. В частности, будем считать, 
что силовое поле представлено одной (а не сразу несколькими) 
конкретной бегущей волной с вполне определенной фиксирован­
ной фазовой скоростью, характеризующей данный тип волны 
в данной волноведущей системе. Конструкционные материалы 
волноведущей системы договоримся рассматривать как идеаль­
ные, не имеющие тепловых и других видов потерь. Объемную 
плотность электрических зарядов в движущемся сплошном 
потоке примем как величину малую, не вносящую заметного 
возмущения в организованное движение частиц.

Для определенности будем говорить о бегущем силовом элек­
тромагнитном поле с медленно-меняющейся амплитудой, но под­
разумевать, что в любом месте рассмотрения может быть совершен 
предельный переход к неограниченно большим фазовым ско­
ростям, и это позволит охватить также важный случай стоячих 
волн с медленно меняющейся амплитудой.

Силовое электромагнитное поле
В теории волноводов доказывается, что все электрические 

и магнитные компоненты гармонического во времени бегущего 
векторного поля электрического (ТМ) типа выражаются через 
скалярную функцию, так называемую электрическую функцию 
Герца IIе, удовлетворяющую уравнению Гельмгольца:

' ' и,
дх2
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