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О ВЫЧИСЛЕНИИ НЕКОТОРЫХ типов 
БЕСКОНЕЧНЫХ ПРОИЗВЕДЕНИЙ

А. А. Кириленко, С. А. Масалов
Харьков

При решении многих задач математической физики, особенно 
задач теории дифракции, часто используется метод Винера- 
Хопфа. В простейших случаях окончательное решение получается 
в замкнутом виде, требующем все же вычисления некоторых бес­
конечных произведений II (ш) при получении конкретных числен­
ных результатов. Чаще всего эти бесконечные произведения ока­
зываются слабо сходящимися и вследствие этого мало пригодны­
ми для прямых численных расчетов.

Основным параметром обычно является некоторая величина х, 
определяемая, например, в задачах дифракции как отношение 
характерного размера препятствия I к длине волны падающего 
поля X: * = у- В предельных случаях х<^1 или х^>1 получа­
ющиеся бесконечные произведения с точностью, возрастающей 
при х->0 или х —> оо, удается аппроксимировать другими функ­
циями щ, более удобными для вычислений [1—3]. Это позволило 
детально исследовать целый ряд важных для практики задач 
электродинамики.

В последнее время все большее внимание уделяется решению 
задач дифракции, связанных с модифицированными структурами 
типа Винера—Хопфа. Это задачи дифракции на таких препят­
ствиях, основным элементом геометрии которых является одна 
из структур, допускающих решение задачи дифракции методом 
Винера—Хопфа в замкнутом виде. Методы решения подобных 
задач могут быть самыми различными [4—7], однако во всех 
случаях задача сводится к отысканию решения бесконечной сис­
темы линейных алгебраических уравнений с коэффициентами в 
виде бесконечных произведений. Существенно то, что возникает 
необходимость вычисления этих произведений с высокой степенью 
точности при х и ц>, сравнимых с единицей.

В любом из известных методов решения задач дифракции, 
связанных с модифицированными структурами типа Винера-Хопфа, 
используется либо в явной форме [4], либо завуалировано [5—7] 
то обстоятельство, что исходная структура является наложением
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нескольких простейших неоднородностей. Во взаимодействии между 
ними требуется учитывать определенное число распространя­
ющихся или затухающих дифракционных гармоник, что в ко­
нечном счете и приводит к необходимости вычисления бесконеч­
ных произведений при х—1 и |ау| — 1.

Надо отметить, что некоторые авторы [8] непосредственно 
вычисляют слабо сходящиеся произведения без какого-либо улуч­
шения сходимости. При рассмотрении простейших неоднородностей, 
когда для получения основных характеристик рассеянного поля 
требуется подсчет лишь нескольких произведений, это оправдано. 
При расчете сложной структуры, особенно при нулевом расстоя­
нии между элементарными неоднородностями, затраты машинного 
времени при прямом подсчете произведений с достаточной сте­
пенью точности оказываются неоправданно большими.

Цель настоящей работы — анализ сходимости основных типов 
бесконечных произведений, встречающихся при решении задач 
дифракции методом Винера-Хопфа; получение поправок, обеспе­
чивающих высокую сходимость алгоритма, и иллюстрация их 
эффективности.

Метод, используемый в данной статье, заключается в после­
довательном выделении из общих членов бесконечных произведе- 

„ 1нии членов с низкими степенями —, вызывающих медленную схо­
димость (т — индекс суммирования). Так как суммы выделенных 
степеней заранее известны, отбрасываемая бесконечная часть 
произведения заменяется некоторым поправочным множителем.

Рассматриваемые произведения обычно имеют вид

П(ш) = п
(•«—■>) 

т = 1

где ат, и -;т — постоянные распространения некоторых волн 
в системе; щ — постоянная распространения падающей или дифра­
гированной волны; /т — множитель, не зависящий от х и обеспе­
чивающий абсолютную и равномерную сходимость произведения.

Все произведения могут быть разбиты на две группы. В первую 
входят произведения с аот, рт, -;т и щ такими, которые в зави­
симости от номера т или параметров задачи могут быть либо 
чисто реальными, либо чисто мнимыми величинами. Ко второй 
группе относятся произведения, где одна из постоянных распро­
странения с ростом т становится величиной с отличными от нуля 
и реальной, и мнимой частями; такого рода произведения встре­
чаются в задачах дифракции волн на решетке из наклонных 
полуплоскостей и в задачах с импедансными граничными усло­
виями.

Наиболее характерные отличия произведений следующие. 
В произведениях первой группы фаза произведения сходится лучше, 
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чем модуль, в то время как в произведениях второй группы они 
в общем случае сходятся одинаково. Если произведения первой 
группы как функции да имеют алгебраическое поведение при 
|да|->оо, то произведения второй группы в зависимости от аг§да 
могут иметь экспоненциальный рост на бесконечности.

Рассмотрим произведение первой группы, возникающее в за­
дачах о волноводных неоднородностях:

где

П (иА = П (^-^6(1-6)
' т=1 (1)

О < 6 < 1—величина, определяемая геометрией неоднородности.
Из представления

П (да) = ехр
I у 1р (Рт - (7т ~ а>) е (1 - 6) ' 
к = ! (ат - 1т . (2)

следует, что скорость сходимости произведения определяется ско­
ростью сходимости ряда в (2), т. е. поведением логарифма общего 
члена произведения при т>1. Разложим каждое слагаемое в (2) 
при больших т по степеням I — ] в ряд Тейлора

1 ~ ~ е ~ е) _ у д 1 г п х5 \
П (ат — ‘т ~ /=2 ' т> + V”5’ (3)

где

Д3 == 0 (1 --  0) (да2 --  7.2), . ................. /3 , ,Д3 = гдаО (1 — 0) ту х

Д4 = ^1~е) (4 - е + 02) (х2 - да2)2.

При вычислении величин Д< необходимо находить высокие 
производные по г от величин типа 1п (К1—(хбг)2 4- гдабг), что 
приводит обычно к достаточно сложным промежуточным выклад­
кам. Первые члены разложения (3) можно получить проще, поль­
зуясь единственностью разложения в ряд по и используя 

разложения в ряды функций К1 Ц- х и 1п(1 ф-х) при малых х, 
а также собирая в окончательных разложениях величины при 
одинаковых степенях I—У Из (3) следует, что сходимость модуля 

\т / ' ' 
бесконечного произведения (1) определяется сходимостью ряда
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V А-, а фаза (1) определяется сходимостью ряда V Это зна­

ет ет
чит, что при непосредственном вычислении мы всегда будем 
иметь фазу, вычисленную с большей точностью, чем модуль. При 
этом относительная погрешность е1 вычисления модуля беско­
нечного произведения — < ехр — 1, а абсолютная погреш­

ность е2 вычисления фазы (1)—е2 < Как видим, для дости­
жения хорошей точности при нахождении (1) необходимо учиты­
вать значительное количество сомножителей в бесконечном 
произведении.

Другой путь состоит в представлении (1) следующим образом:

кП (щ) = П 
т =

(Рет ~ От - ш) 9 (1 - 6)

От

В этом представлении использованы разложение (3) и дзета- 
функция Римана

С (?) = X С (2) = 1,64493407; С (3) = 1,20205690;

С (4) = 1,08232323.
Вычислив конечное произведение из /? сомножителей и попра­
вочный множитель в виде экспоненты от некоторых простейших 
выражений, получим исходное произведение с погрешностью, 
определяемой величиной

[„ /ш5 X5 \1
0 Я3/]'

Введение поправочного множителя позволяет при фиксирован­
ной точности вычислений исходного произведения в десятки раз 
сократить затраты машинного времени и. кроме того, избежать 
значительных машинных ошибок при округлениях. Следует за­
метить, что в ряде задач | щ | и х могут принимать довольно 
большие значения, что приводит к требованию соответствующего 
увеличения /?.

Рассмотрим теперь бесконечное произведение второй группы, 
возникающее в задачах дифракции волн на решетке из наклон­
ных полуплоскостей:

П(щ) = П (5)
ет=1 (“ет —ш)2 »тсо8<р ’
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где___________
т \2 1/-2----- ----- ;----- :---- г? , ,Х — 2"^) ’ П = И X2 — (/П -ф- X 81П <р)2 СОЗ ф +

4- (т 4- х 81п ю) зш ф.
Здесь углы ® и ф соответственно связаны с падающей волной и 
геометрией структуры. Из представления

П(»)_ехр{Ё 1п^Г»)^-.-»>) 
1щ=1 (“т — “О2 '«созф )

и разложения
, (г^~ т) (г-т~ Д') = у + 0^

(шт — ш) 21т соз ф у“*2 т1 уп^’ тьу’

(2
-д

где
Д2 = — 2 (да8 — х8) соз2 ф 4- [(® 1 — Ф2соз2 ф) соз 2ф — х2 соз2 ф 4- 

да2 — х2^ соз3 ф + г [Фх2 (1 4­

4- 2 соз2 ф) 31 и ф соз ф 4- (х2 соз ф зш 2ф 4- 2Ф2 соз2 ф соз Зф) 4­

4- -|ф3 соз3ф 51п Зф — 2Фда? созф З1п3ф — 4 да?созЗф];

Д4 = — 4 (да2 — х2)2 соз4 ф + [Фх2да14 соз3 ф зш 2ф — х2 (х2 -ф- 
+ 2Ф2)соз3 ф 4- (Ф2 соз2 ф — да?) (2Фдах соз ф зш 4ф — х2 соз ф соз Зф) —

— (Ф4 соз4 ф -{- да? — 6да?Ф2 соз2 ф) соз4ф];

да^ = да — Фзшф, Ф=х81пф, 
следует, что модуль (5) сходится подобно модулю в (1), а ско­
рость сходимости фазы при да вещественном определяется скоро­
стью сходимости ряда при да комплексном — ряда ^-^-а.

т т
Следовательно, при вычислении (5) необходимо использовать пред­
ставление, аналогичное (4).

Одной из особенностей (5) является следующее: при некоторых 
значениях аг§да произведение имеет экспоненциальный рост на 
бесконечности. При этом перед произведением обычно стоит соот­
ветствующая экспоненциальная функция да, компенсирующая 
рост на бесконечности. При составлении алгоритма расчетов 
необходимо учитывать этот факт и вводить масштабирующие 
множители в каждый член произведения либо равномерно, либо 
по какому-то определенному закону, чтобы избежать переполне­
ния разрядной сетки ЭВМ или значительных ошибок за счет 
округления и нормализации.
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Заметим, что поправочные множители, учитывающие более 
высокие степени — в разложении (3), имеют достаточно гро­
моздкий вид. Введение их приводит к неоправданно большому 
увеличению размера места, занимаемого программой в оператив­
ной памяти ЭВМ.

Таблица сходимости

Для иллюстрации эффективности рассматриваемого алгоритма

Я Без поправок ^2 ^2» ^3 Д2, Дд>

10 |Д| =0,1552261 0,1364785 0,1376371 0,1376378
а= 107.3624° 104,5058° 104,5883° 104,5884°

20 0,1468480 0,1369272 0,1372318 0,1372319
105,9922° 104,5283° 104,5500° 104,5500°

40 0,1421492 0,1370447 0,1371228 0,1371228
105.2754° 104,5343° 104,5398° 104,5398°

80 0,1396639 0,1370748 0,1370945 0,1370945
104,9086° 104,5358° 104,5372° 104,5372°

160 0.1383863 0,1370824 0,1370873 0,1370873
104,7232° 104,5362° 104,5365° 104,5365°

2560 0,1371670 0,1370849 0,1370849 0,1370849
104,5480° 104,5363° 104,5363° 104,5363°

приведем сравнительные данные вычисления одного произведения 
второй группы с поправочными множителями и без них. На таб­
лице представлены модуль (верхние строки) и фаза величины

I . Г„ — . Л . I 7- (<’>.   1°Ф,) X

= - ехр Ь [г±! + х соз (<р + ф)] I (ф)} >-+- -р— 
ЧХ0 — 1/ * * * * * * * * * х

X (а>1 + X соз ф) (г+ - г+,) т=2 (<0т + X соз ф) (г+ - Гф,) (гфт - гф,)

при х = 0,8; ® =0°; ф = 60° для различных значений /? и числа
учитываемых поправок Д/. Здесь I (ф) =2 [соз ф 1п (2 соз ф) + ф 81пф].
Из таблицы следует, что при данных параметрах относительная
погрешность вычисления порядка 10~4 достигается уже при

— 80 для модуля и Д = 40 для фазы даже при учете поправки 
с Д2. Точность на порядок хуже при непосредственном вычисле­
нии достигается лишь при учете нескольких тысяч членов про­
изведения. Влияние поправочных членов с Д3 и Д4 в приведенном
примере невелико, поскольку величины |о)| и х относительно 
малы. Подчеркнем, что влияние членов с Д3 и Д4 существенно 
возрастает при больших х и | ш |. Например, если в А положить
х = 3,3 и вместо гФ| поставить Гф, относительная точность по­
рядка 10~4 с учетом всех поправок будет достигнута только при 
/? = 300, а при учете только члена с Д2 — при /? = 600.

Авторы признательны В. В. Щербаку за ряд полезных за­
мечаний. '

А = | А | е1л

X (гф + X СО8 ф) СОЗ ф « (<0т — Гф,) (г+ + X соз ф) (1'фт + X соз ф)
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К ВОПРОСУ ОБ ОЦЕНКЕ ПОГРЕШНОСТИ МЕТОДА 
ПАРАБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ В ОДНОЙ КРАЕВОЙ 

ЗАДАЧЕ
С. С. Третьякова

Харьков

В теории дифракции волн, в частности в квазиоптике, широко 
используется метод параболического уравнения, состоящий в 
замене исходного уравнения эллиптического типа более простым 
параболическим уравнением, решения которого. хорошо изучены 
[1—4]. Однако в большинстве задач вопрос об оценке погреш­
ности такой замены остается открытым. В данной работе сделана 
попытка оценить погрешность метода параболического уравнения 
в задаче о распространении параксиальных волновых пучков [4].

Будем искать решение уравнения Гельмгольца
д[/+^=0

в виде произведения двух функций, одна из которых является 
быстро осциллирующей, а вторая—медленно меняющейся функ­
цией координат

V = Ф (х, у, г) е-1кг. (2)

Здесь и далее опущен временной множитель ехр {7ш/}.
Подставляя (2) в уравнение (1) и ограничиваясь двумерным 

случаем, получим дифференциальное уравнение относительно не­
известной функции Ф (у, г)

^ + ^-2^17=°- С3)
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