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В работах [1—3] рассматривалось применение У?-функций в 
сочетании с вариационными методами к решению внутренних 
задач электростатики. Формулируемые для этих задач вариаци­
онные принципы [5] можно непосредственно распространить на 
поля в неограниченной области, подчинив их лишь условиям на 
бесконечности. Они, как и плоские ограниченные поля, допускают 
построение полной системы координатных функций, удовлетво­
ряющих заданным краевым условиям и условиям на бесконечно­
сти. Такую систему для сложных границ можно построить с 
помощью метода /^-функций. Тогда, согласно «схеме Галеркина— 
Ритца, задача сведется к решению системы линейных алгебраи­
ческих уравнений.

Настоящая работа посвящена применению аппарата К -функций 
к решению внешней задачи электростатики для областей слож­
ной формы. На примере расчета полей в электростатических 
линзах иллюстрируется применимость данной методики для прак­
тических целей.

Рассмотрим систему п — 1 плоских проводящих пластин тол­
щиной &21-1 —&21-2 (г = 2, 3, . . ., п) с отверстиями радиуса а, 
расположенных друг от друга на расстоянии 62<-2 — Ьц-з (: = 
= 3,4,..., и) и помещенных между двумя параллельными про­
водящими плоскостями, расстояние между которыми 62п. На каж­
дом из электродов поддерживаются постоянные потенциалы, рав­
ные соответственно V, (/ = 1,2, . . ., п 4-- 1) (рис. 1). Фокусиру­
ющие свойства такой линзы выражаются через поле на оси сим­
метрии.

В частном случае для данной задачи при п = 2 Рамо и 
Уиннери [4] удалось получить решение при выполнении гранич­
ных условий только в четырех точках, что не позволяет найти 
решения, достаточно близкого (с точки зрения эксперимента) к 
точному.

Рассматриваемая задача в общем случае может быть сформу­
лирована следующим образом: построить функцию (х, у), удов­
летворяющую уравнению Лапласа

(1)дх2 + ду2 ~ 4 ( '

и граничным условиям
?|«)2(=о -V, (1 = 1, 2,...,« + 1), (2)
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где Ш21-1 =0 — уравнение границ, на которых поддерживаются 
постоянные потенциалы.

Рис. 1.

Построение этих уравнений достигается с помощью операции 
/^-конъюнкции [3], которая в элементарном виде записывается так:

X д,у = 1 (X + У _ КХ2 + У2- 2аХР (-1 < а < 1); (3)

= Л;

м3 = —К /г/з) ЛаЛл-н].

®5 = —К—/4/5) Ла/2п+1]>

о>2л-1 = —К—/гл-2 • /гл-1) Аа/гл+П;

0)2л = —К—/2л—2 • /2п-1) Аа/гл-щ],

где /{ = х > 0;
/з = (^з О, 

/2л—2 = (&2Л-2 — X) > 0; 
/2л—1 == (&2п—1 X) О,

/"2л “ (^2л X) О,

/2 = (&2 —х)> 0;
/4 = (64-х)>0;

/2„+1 =(//2-а2)>0;
/2л+2 = (У2 - <?) > 0. (4)

В данной задаче все п — 1 плоские проводящие пластины пред­
полагаются полубесконечными. Тогда на значительном расстоя-
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нии от оси симметрии потенциал должен удовлетворять следу­
ющим условиям:

?у=±й = - 2 — х + 1^1 = ф1 (х, 1/ь У2);
0<х<62 °2

1 (У1---  Г]) , ЬДо---- Ь4У2 , / Т/ 1/ \? Ь±й = Ь-Ь х + Ь - Ь = Уз);
°3 — О* °з— о*

(5)

? Ь =+<* 
Ь2п—

 (Уп — Уп+1) х | ^п+\Ь2п-1 ~ Ь2пУп 

Ь2п—\ ~ Ь2п °2п— 1 — Ь2п (Х1УпУл+1).

Не изменяя общности поставленной задачи, введем скользящие 
границы («21 {х, у) = 0. Величина параметра скольжения й должна 
быть выбрана из следующих соображений. Главным образом нас 
интересует поле на оси симметрии, поэтому необходимо, чтобы 
взаимное влияние окрестностей границ и оси симметрии было 
пренебрежимо мало. При этом условии отбрасываемая часть обла­
сти вне границ (и2, — 0 практически не участвует в формировании 
поля на оси симметрии, что также значительно облегчает при­
ближенное интегрирование по области.

Тогда условия (5) примут вид
ф|Ш2г=0 =<\ч(х, V,) (1 = 1,2..........П-1-1), (6)

где
ш2 = — К/1/2) Ла/гп+гК

0,4 — — К—АЛ) ЛаЛп+гГ 

......................................... (7)
ш2п = — [(—?2п— Лп) ЛЛ+21'

Таким образом, рассматриваемая задача сводится к отысканию 
решения уравнения (1), удовлетворяющего условиям (2) и (6).

Согласно [1], решение краевой задачи будем искать в виде
р

= ^О(Х,У) +<0(х, у) С^1(х, у), (8)
1=1

где ^(4 = 1, 2,..., р) — некоторая полная система функций 
15].

Для внешних краевых задач электростатики в качестве такой 
системы функций введем последовательность 

Д(/5 |

(1+ш) т )

(/? -ф 5 = 0, 1..........р),
{к, 5 > 0),

(9)

где т — степень функции ш (х, у), а I — показатель степени, ха­
рактеризующий скорость спада искомой функции на бесконечно­
сти. В соответствии с физической сущностью изучаемого явления 
для данного случая / = 1.
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Можно проверить, что функция

(Ю) 
независимо от выбора постоянных С*5 точно удовлетворяет усло­
виям (2) и (6). Эти постоянные должны быть подобраны так, 
чтобы наилучшим образом удовлетворить уравнению Лапласа.

Для этого можно воспользоваться процедурой Галеркина — Ритца.
Для данной задачи функция ш (х, у) имеет следующий вид: 

ш { [( /г/з) Ао/2л+1]} {— [(—/</б) Ла/2«+1]} X
X {—[(—/б/?) Л«/2л+11} • • • { — [(—/2п-2/2л-1) Ла/2п+1]). (П)

В качестве примера рассмотрим задачу определения поля в 
электростатической линзе [6], изображенной на рис. 2.

Краевые условия для данной задачи представятся в виде 
<?|«>,=о = К1; <?|т„=о = ф1 (х, У2); ср|Ша=0 = К2;

<р |ш,=о = К3, © |ш,=о — V«)> ? |ш,=о =
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<рк=о = Ф3(х, у4> У6); ®к=о=у5, (12)
где

“1 = Л; <»г = — КШ Л«Ло1; ®з = — К—Ш Л«/9];
0)4 = К/э А “/11) А“ ( /дЛа/а)]; о)6 =  [( Ш Ла/1о1>

Шв = К /в/?) Ла/(]> ш7 = [( /?/8) Л“Ло] (12)

/1 — х > О; /2 — Ь2 — х > О; /3 — Ь3 — х ;> О;

/8 = &8 —х>0; /9 = г/2 — а2 > О; Ло = г/2 — й2 > О;
/п = с2 — г/2 > О; Ф1(х,У1,У2)=^^х + У1;

Фг (х, Уг, У4) (У2-У«) , ь3у4 - Ь6у2.

*з — Ь6 Ь3 — Ь3 ’

и. и., 1-.>=^тг- <14>
Функция ш (х, у) в данном случае имеет следующий вид:

ш = (Л/в) { К /г/з) Л“/9} { [(/9ЛаЛ1) Ли (—ЛЛо/а)]} X
х {-[(-АЛ) лЛ]}- (15)

Аналогично можно проверить, что функция
Е1-|-К?4-—+—44~ —8 | (АккЕдАд!

® (Х1 у) = 21—21—21—21_2^«---------- 21 +

/г (х’ ^2» А) | /з (х< ^а)
х1у'
2+-+1+1

(1 + <о) 2

при любых С,/ точно удовлетворяет условиям (12).
Таким образом, предлагаемая методика позволяет создать 

удобный алгоритм для расчета электрических линз на ЭВМ.
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О ВЫЧИСЛЕНИИ НЕКОТОРЫХ типов 
БЕСКОНЕЧНЫХ ПРОИЗВЕДЕНИЙ

А. А. Кириленко, С. А. Масалов
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При решении многих задач математической физики, особенно 
задач теории дифракции, часто используется метод Винера- 
Хопфа. В простейших случаях окончательное решение получается 
в замкнутом виде, требующем все же вычисления некоторых бес­
конечных произведений II (ш) при получении конкретных числен­
ных результатов. Чаще всего эти бесконечные произведения ока­
зываются слабо сходящимися и вследствие этого мало пригодны­
ми для прямых численных расчетов.

Основным параметром обычно является некоторая величина х, 
определяемая, например, в задачах дифракции как отношение 
характерного размера препятствия I к длине волны падающего 
поля X: * = у- В предельных случаях х<^1 или х^>1 получа­
ющиеся бесконечные произведения с точностью, возрастающей 
при х->0 или х —> оо, удается аппроксимировать другими функ­
циями щ, более удобными для вычислений [1—3]. Это позволило 
детально исследовать целый ряд важных для практики задач 
электродинамики.

В последнее время все большее внимание уделяется решению 
задач дифракции, связанных с модифицированными структурами 
типа Винера—Хопфа. Это задачи дифракции на таких препят­
ствиях, основным элементом геометрии которых является одна 
из структур, допускающих решение задачи дифракции методом 
Винера—Хопфа в замкнутом виде. Методы решения подобных 
задач могут быть самыми различными [4—7], однако во всех 
случаях задача сводится к отысканию решения бесконечной сис­
темы линейных алгебраических уравнений с коэффициентами в 
виде бесконечных произведений. Существенно то, что возникает 
необходимость вычисления этих произведений с высокой степенью 
точности при х и ц>, сравнимых с единицей.

В любом из известных методов решения задач дифракции, 
связанных с модифицированными структурами типа Винера-Хопфа, 
используется либо в явной форме [4], либо завуалировано [5—7] 
то обстоятельство, что исходная структура является наложением
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