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Изучение прохождения электромагнитных волн через плоско
параллельную пластинку из произвольного поглощающего кри
сталла рассматривалось Федоровым и Гончаренко [1]. Они полу
чили условия усиления и генерации света кристаллической плас
тины на границах раздела сред. Повышенный интерес к решению 
такой задачи прежде всего вызван разработкой ряда приборов. 
Представляют интерес аналогичные задачи при наличии на тор
цах пластинки решеток.

Предположим, что металлическая решетка помещена на слой 
кристалла толщины а. Условно разобьем наше пространство на три 
области: верхнее пространство над решеткой г>0 — область!, 
пространство, занимаемое кристаллом, —а < г < 0 — область II, 
нижнее пространство г < —а — область III.

Ось кристалла расположена в плоскости уог и составляет с 
осью ог угол а. Тензор диэлектрической проницаемости в глав
ной системе координат имеет вид
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е = О Р2 р|

\0 Р Р3/ 
где

Р1 = го! Р2 = е0 СОЗ2 а 4- ге зт2 а;
Р3 — ед зт2 а + гесоз2 а; р = (ге — е0)з1Пасоза. (1)

Ввиду того, что обыкновенные и необыкновенные волны 
в нашем случае распространяются независимо друг от друга, 
в дальнейшем рассматривать их будем раздельно. "

Падающую электромагнитную волну на металлическую решет
ку (исследуем случай нормального падения) запишем в виде

Е = 1е~‘кг, Н — ]е~,кг.
Электромагнитные поля для каждой из областей — в виде
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Еш = I
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Из уравнений Максвелла для вектора Н
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V папе^пге^ту’, (3)

, ,2яп 
+‘-т-У —е 1
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2.

- - V — . оо ~ Дхп
Яш=/ I ^^е~‘1пг — 7. И йпе~1^е—у' 

п——ОО П——ОО
Приведем коэффициенты распространения обыкновенных волн

После удовлетворения точным граничным условиям получим сле
дующую связь между коэффициентами дифракционных гармоник: 

ап = 2^-ьпе1^ 
7п23

ап

~^7„20 .^.^^20,;
Тп20 + Ъ

■ Г 1 » (*Гл2О 1п)
I + 1 + “—+7“1п20 Л" 1п

Ьп,

(4)

систему уравнений

----Ь. е(2уп20а
Чп20 “Ь

^2пгг^
Ьпе~!' = 0 е М;

_ (6^0-------Ц_ е^п2оа Ъ^У = 2Й е щ

(Ъ20 -I- ’!п) I

а также дополнительные условия
Того ~ То
Того + То

е!21о2оа;т Л 
т

Того ~ То
Того + То
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Введем обозначения

= 1 + 7п20- , Тя е12^; яо = 
7«2о + 1п п п

1
7л

У™. -I" ей7лго°;
7л2О + 7л

1п20

— 1; у° = 1 4- ц», 
Лл 1 ’Л

Тогда система уравнений принимает вид

хт = ™°0РУ°т + 1*У°т + V «о-/п [/" + V-"] + 
п=\

+ 2 (сгЯт + с^т) ШфО-,

0 = гла0/7оуо_/хуо_ 2 аоХл[Ул + У-л-| + 
п—\

+ 2 (с2/?0 + сх/?_1);

а» = йао/оуо^ _ + ао/л [ + у-л] + (6)
п = 1

+ 2 (с2/?[а] + С!/?‘а]);

ао = т^огоа] - йЦ7[а] + ао./л [ + Г-л] +
л = 1

+ 2 (с2/?[а] + С1^[а])'

Для случая длинноволнового приближения х = ~ < 1 в сис
теме (6) можно положить у„ = 0. Тогда

_ 4/4 ~~ (7)

где
0(1) _ ________ 1 1П 1 —V (1 — и + 2 /Г— и)2

М 2/2(1-и) 32 (1-и)2

о =___ !___ 1П____К.* —и'2___ •
И /2(1 -и) >—“+/2(1 -и)’

^М=^-^1п!4^.
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При V -> 1 в (7) можно получить известное приближение Ламба 
для плоской периодической решетки. Ввиду того, что стремле
ние к нулю соответствующих членов в формуле (7) медленное 
1п -у значение V, даже несколько отличное от единицы, мо
жет существенно отразиться на &0.

Остальные коэффициенты легко найти, воспользовавшись вы
ражением (41) и (411).

Зная Ьо, определим коэффициент прохождения

* =----- П----- П—^7.------- -^-тЦ-------- ---------- (8)
{^Р1о - X

где

,, , , ГД-1 
■ ■■

Я - О + К7) + (1 - Г«7) 
к ео~г 1

Как известно [2], в случае активного кристалла тензор ди
электрической проницаемости — величина комплексная (имеет ма
лую мнимую часть, т. е. е0 = е0 — — % — *%)•

В общем случае усиление зависит от прозрачности кристал
лической пластинки, поэтому для нас представляет интерес изу
чение влияния решеток специальной геометрии на усиление 
электромагнитной волны в целом. Варьируя параметры решетки 
(I, с?!, и, V, а\ I, можно в широких пределах изменять поведение 
коэффициента прохождения такой системы.

Для определения коэффициента усиления сначала найдем ко
эффициент прохождения кристалла без потерь для основной диф
ракционной гармоники, затем вычислим коэффициент прохожде
ния для активного кристалла с учетом потерь.

Следовательно, коэффициент усиления будет определяться от
ношением коэффициента прохождения активного кристалла к 
коэффициенту прохождения прозрачного кристалла

^0

где (/о — коэффициент прохождения при наличии потерь; 
й0— без их учета.
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После некоторых преобразований для коэффициента усиления 
получим следующее выражение:

/е0 (/во+1)
0)

где

(9')
Как следует из соотношения (9), коэффициент усиления зави

сит от толщины слоя кристалла, его диэлектрической постоянной, 
а также от частоты падающей электромагнитной волны. В ре
жиме самовозбуждения коэффициент усиления обращается в бес
конечность. Условие генерирования активного одноосного плоско
параллельного слоя кристалла можно также получить из равен
ства нулю определителя однородной системы линейных алгебраи
ческих уравнений (6).

Рассмотрим теперь падение на спецрешетку поляризованной 

//-волны с единичной амплитудой

Н = 1е~1кг, Е = ]е~1кг.

Поля во всех трех областях запишем в виде

2 апе1^е‘—у

Нп=1 2 + с\е‘1°т2рег
,2т

е1Ту\
П =—00

Л Т ", , , 2тНIII = I 2 (1пе 11ггге1 / у. (10)

Из уравнений Максвелла получим соотношение для 5-поля:

5!=/ е~^ — V 1^а'пеппге12^ V па\е^пге1 2т
—//•

146



ео

5ц = 7 4т Е К^-2-»2 е‘~" +
ха п=—со

ха п =—оо

(11)

^ш=/ у а'пе-^п^е'^гУ + к- п4е-^ег—г.;

П=—со п — " ■' со

Из волнового уравнения для необыкновенной волны найдем 

пр 2п Рп + я /Р3%2 _ „2 . отр 2л — Рл + а VР3ч? — Г? .

1п2е I рз ’ ЧпЪ> , рд

Т„ = уК^Л

Аналогично тому, как это было сделано для нахождения неиз
вестных коэффициентов ап, Ь\, с1п, д.\, для случая необыкновенных 
волн получим соотношения

е'п + аъ ё\ +
= (12)

/га

а также систему уравнений:

- а1п

ёп + а1п

Ь\е^у = О, ?М;

е1^ Ь\е‘^ = 2,

(13)

€Щ. (14)

Для удобства дальнейшего решения обозначим

10* 147



1 /рз*2  1 ( 1 — е‘^'па
' "* \ 4 + «ь '

ё'„ = Т К Рз<2 - п2; Ъ = пГп^;

(15)

Х« = 1 +*Ьа+1; а = /Р2Р3 — р2 = ]Л0ее.
Г" а

Полученные системы (13) и (14) эквивалентны бесконечной 
системе линейных алгебраических уравнений:

=п^°о]г0 - \ ы+

+ 2 (с2/?[0] + (15)

О = /х/оТоИо - ГЛО° + V + гг] + 2 (^0 + С!/?-!);

/1 = 1

о = МГ0оОо] -+ Е (Хп Н, + ®Г»]] + 2
п = 1

хт = + 2 ?Хп + ^П] + 2 (С2^т + С1^т^
п = 1

В случае длинноволнового приближения система (16) несколь. 
ко упрощается, а коэффициенты V0[а^ V'}'], /?«[, 7?“^ ут.

“'[□]> %о, Рт, Рт-\, 7?[а]. 7?[а] ВЫЧИСЛ6НЫ В [4].
Следовательно,

~(е
°- 1+/хГ0[0Оо]-2/?[а^]- ( )

Обозначим
До = цоз]_2/?г^. (18)

Отсюда следует, что
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Тогда коэффициент прохождения для необыкновенных волн

йо

“То

, “(1л-3о) [. ~ 1
2ё01'Л0е|йр+“7о|

2а ,
0 "Т ;7-Г0Л0)

“То/ Йо + “То

1 - Г°~ аТо
(19)

Для необыкновенных волн коэффициент усиления найдем так 
же, как и для рассмотренного случая обыкновенных волн. Это 
будет отношение амплитуды проходящей волны, учитывающей 
потери, к амплитуде волны при отсутствии потерь

Заметим, что в отличие от обыкновенных волн коэффициент 
усиления зависит от ориентации оси кристалла в плоскости уог 
(угол 0). Как следует из соотношения (20), на коэффициент уси
ления Ке влияет как главное значение тензора диэлектрической 
проницаемости кристалла ее по оси ог, так и второе главное 
значение е0. Таким образом, в отличие от обыкновенных волн 
коэффициент усиления необыкновенных волн зависит от анизо
тропии кристаллический пластинки. Кристаллическая пластинка 
при отрицательном коэффициенте поглощения генерирует необык
новенные волны, если № оо.
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