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В работе [1] рассмотрена задача о дифракции плоской ^-по
ляризованной электромагнитной волны, нормально падающей на 
диэлектрическую решетку. Под диэлектрической решеткой при 
этом подразумевалась периодическая структура, составленная из 
изотропных диэлектрических брусьев прямоугольного поперечно
го сечения (рис. 1). Период вдоль оси оу равен 2т:, толщина ре
шетки 2Л. Параметр 0 < 0 < 1 определяет ширину брусьев. В 
направлении оси ох решетка бесконечна. Диэлектрическая про
ницаемость взята в виде

еь |у| < г:0 ± 2тгп, |г|<й;
е2, яв ± < IУI < 2- (1 — 6) + 2кп, | г I < А;
1, |г| > И.

(1)

(и = 0, 1, 2 ...)

Метод работы [1] позволяет 
решить задачи дифракции при 
наклонном падении на решетку 
плоских как Е-, так и //-поляри
зованных волн. В случае нор
мального падения все результаты 
упрощаются, но тем не менее по
зволяют достаточно полно изу
чить характерные особенности

е (У, г) =

Рис. 1. рассматриваемой периодической
структуры. Поэтому в данной 

работе, ограничившись случаем нормального падения, рассмот
рено решение задачи дифракции //-волн и проведено аналитиче
ское и численное исследование решения для Е- и //-поляризаций.

Пусть падающая волна имеет вид
//х (пад) — ехр (—1^2^, Ну (пад) = Нг (пад) “ О, Е = 2'.~ | X.

Зависимость от времени взята в виде ехр (—/ш/). Требуется 
определить поле, возникшее в результате дифракции этой волны 
на решетке.

Полное решение задачи определяется единственной отличной 
от нуля составляющей магнитного поля Нх (у, г) с помощью 
уравнений Максвелла.

Искомое решение задачи во всех частичных областях должно 
удовлетворять уравнению Гельмгольца 

Д//х 4- Еге (у, г)Нх = Ъ (2)
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и быть таким, чтобы на границе раздела любых двух частичных 
областей были непрерывны тангенциальные составляющие элект
рического и магнитного полей

Р1 _ /711 . /71 _ /711 /3)
1ап8 1ап8> 11 1апе 1ап8'

Энергия рассеянного поля должна быть конечной в любой 
ограниченной области пространства О, т. е.

у (|ад +1 Шс|2) л < с». (4)
о

Решение должно удовлетворять условию излучения на бесконеч
ности, а также условию периодичности в виде

{Нх (у, г), Еу (у, г)} = {Нх (у + 2тп, г), Еу (у + 2г.п, г)}. (5)

(« = О, +1, +2 ...)

Из (2), (5) и условия на бесконечности следует, что решение 
задачи над структурой и под ней можно искать в виде

Я+ (у, г) = — ехр (—1к/г) + 2 ап ехр [г (г — Л) — п2] сов пу, 
" л=0 ' ’ " '

г > Л; (6)
И х (у, г) = 2 Ьп ехр [г (г + Н) У к2 — п2] соз пу, г < — к, 

п=0

где ап и Ьп — неизвестные амплитудные коэффициенты, а знак 
У к2— п2 выбран так, чтобы 1га У к2— п2>0. При 1т|//г2 — п2= 
= 0 Ре У к2 — п2 > 0.

При отыскании представления поля внутри структуры |г|<Л, 
|#|<«, решая уравнение (2) с граничными условиями (3) и 
(5) с помощью метода разделения переменных, приходим к урав
нению

/" (г) — р.2/(г) = 0, |г|<й 
и задаче Штурма — Лиувилля

^'(У) + (^,2 + У)Еу = 0-, (7)
(") = Р (—^). Р' У) = Р' (—л); (8)

^(±7:9 + 0) =Г(±1г9—0); (9)
^'(т:е + 0)=^Г (к9—0); 1^'(—ко + 0) = 1^'(—л9—0).

Решая задачу (7) — (9), получим собственные значения Ут и от
вечающие им собственные функции Рт(у). После этого искомое 
поле внутри диэлектрической решетки может быть представлено 
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в виде разложения в ряд Фурье по полной системе собственных 
функций Гт(у) задачи (7) —(9)

Н°х (У, г) = 2 [аот ехр (р.тг) + рт ехр (—р.тг)) Рт (у). (10)
т=0

Представления (6), (10) удовлетворяют уравнению (2), усло
вию периодичности, условию на бесконечности и краевому усло
вию на границе у — + , | г | < И.

Коэффициенты ап, Ьп, ат, должны обеспечивать непрерыв
ность полного поля на линиях г = + й, а энергия рассеянного 
поля—удовлетворять условию (4). Последнее определит класс 
последовательностей, в котором мы будем искать решение, а ус
ловие непрерывности на границе г = ± /г приведет к уравнениям 
для отыскания неопределенных коэффициентов.

Прежде чем заняться сведением задачи к системам уравнений 
для нахождения амплитудных коэффициентов полей, рассмотрим 
некоторые вопросы, связанные с системой собственных функций 
задачи (7) — (9) и отвечающим ей спектром собственных значений.

Собственные значения находим из уравнения

ег /р2 + ^2г1/р2 + + е1/р2 + й2е2 X
X 1§*(1-9)/р2 + й% = 0, (П)

а собственные функции при этом имеют вид
СО5У]Лрт + ^еь

Рт(у) =

где

СОЗ К0 + ^2е1 02)
СО8к(1-е)^ ' СО8 ( | */| — «) *т,

7т= Рт + ^2г2- т 1 т 1 *

Введя в рассмотрение функционал

я [№, Л = ]* • ^У,
—те

можно с его помощью получит^ ряд свойств собственных функ
ций и собственных значений [1]:

а) собственные функции Рг и Р2, отвечающие различным соб
ственным значениям р2 и ортогональны на интервале (—л, л] 

с весом -7—., т. е.*(</) те
С 1
] е (у) Р1Р^у = 0;

—те
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б) все собственные значения краевой задачи (7) — (9) вещест
венны;

в) величина = р2т 4- й2ег строго положительна, следователь
но, несколько первых собственных значений могут быть и 
отрицательны;

г) с ростом к собственные значения краевой задачи (7) — (9)
' Л Л

не возрастают, т. е. если к> к, то
Таким образом, в результате решения задачи (7) — (9) полу

чена полная система ортогональных в пространстве Ь2те, те] с весом 
-~у собственных функций и исследованы некоторые свойства 
спектра отвечающих им собственных значений.

Теперь получим уравнения для определения коэффициентов 
а„, Ьп, а.т и С этой целью удовлетворим граничным условиям 
(3) при г = ± й на интервале | у | < те. В результате этого мы 
получаем систему функциональных уравнений, которую впредь 
будем рассматривать как исходную для определения неизвест
ных коэффициентов

ехр (—1кк) + Е ап соз пу = Е [ат ехр (|хтй) 4- 
л=0 т=0

+ Рт ехр (—ртЛ)] Рт (г/); (13)

Е Ьпсо8пу= Е 1атехр (—ртй) 4-ртехр (рт/г)] (//);
о=0 ог=0

—1к ехр (—1кК) 4-1 2 ап У к2 — п2 соз пу — 
о=0

оо |

= Е [ат ехр (ртЙ) — рт ехр (—РтЙ)] |Ат , Рт (у)',
т=0

—■Л Е ЬпУк2 — п2 соз пу —
п=0

“ 1= Е [атехр( РтЙ) — рт ехр (р-тЙ)] р-т Е ч Рт (У)-

Коэффициенты ап, Ъп, ат, рт будем искать в классе, который 
определен условием конечности энергии в любой ограниченной 
области пространства (4). Из (4) следует, что должен сходиться 
ряд "

Е (I ап |2 + | Ьп |2) (1 + п) < со. (14)
о=0

Полнота системы собственных функций Рт (у) и системы 
функций соз пу на интервале [—те, те] позволяет получить из 
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уравнений (13) бесконечные системы линейных алгебраических 
уравнений первого либо второго рода относительно любых неиз
вестных амплитудных коэффициентов. Так как нас чаще всего 
интересует поле в дальней зоне, приведем системы линейных 
алгебраических уравнений первого рода для нахождения коэффи
циентов ап и Ьп, определяющих поля вне диэлектрической ре
шетки:

2 Ап (м" — I У к2-п2 Чпт = 
п=0

= — ехр (— (м^, ф- 1№т (15)

2 Вп (у.тггт 1Ь [хтй — Iу к2 —п2 &") = 
п=0

= — ехр (—1кк) (рттРт + ^^),

где

т = 0, 1, 2...; гпт= I соз пурт (у) ау, 
—те

те
У Е соз Щ]Ещ (у) <1у', Ап — 2 (оп — кп), Вп — 2(ап 4- &„):

Ад = &0> Вд — Яд 4~ Ьд.
С целью сравнения выпишем полученные в работе [1| беско

нечные системы линейных алгебраических уравнений первого 
рода относительно аналогичных коэффициентов Ап и Вп при Е- 
поляризации падающей волны

2 А п (рт — IУ к2 —п2111 р.тй) = 
л=0

= — ехр (—1кк) (1к И1 ?тк 4- р.т) (16)

2 Вп ([1т 41 р.т/г — IУ к2 — п2) % = 
л=0

= — ехр (—1кк) ([Ащ 1Ь 4- 1к) /п = 0, 1, 2 ...

Здесь используются те же обозначения, что и в (15).
Укажем сразу, что если в системах (15) либо (16) положить 

6=0, то как в первом, так и во втором случае системы сущест
венно упрощаются и из них легко найти формулы для коэффи
циентов отражения и прохождения при нормальном падении 
плоской волны на слой диэлектрика с е =е2 и толщиной й = 2Л.

Метод получения систем уравнений (15) и (16) совершенно 
одинаков. Разница между Е- и //-поляризацией заключается в 
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том, что в первом случае поле внутри структуры представляется 
в виде ряда по полной системе гладких функций, в то время 
как при 77-поляризации поле (10) является разложением в ряд 
Фурье по полной системе кусочно-гладких функций Рт(у) (12). 
Это обстоятельство приводит к некоторым осложнениям при ана
литическом и численном анализе найденных систем уравнений
(15) в случае 77-поляризации.

Поэтому для простоты ограничимся анализом систем (16). 
Отметим, что в пользу попытки анализировать именно системы
(16) свидетельствует еще и тот факт, что матричные элементы 
этих систем значительно проще матричных элементов систем вто
рого рода относительно Ап и Вп, полученных в работе [1].

Запишем первую из систем (16) в виде

2 АпРтп = Тот, (17)
п=0

где
Ртп = (Рт — I У^ — П? 1Ь р.т/г)

Тт = — ехр (-1Щ (11г (Ь |1т К + р.т)

Ее решения будем искать в пространстве последовательностей 
{ЯП}(Г» которые удовлетворяют условию (14).

Учитывая асимптотику диагональных элементов рпп системы
(17) при п. -> со

Рпп — СП 0

выделим в ряде, стоящем в левой части системы (17), слагаемые 
при п = т и перепишем ее в виде эквивалентной системы второ
го рода

А,п = %(}тпАп + Рт, т=0, 1, 2 .... (18)
п, тп*т

_ Ртп _  ЧтЧтп------ -- 9 ут — ~ —•Утт гтт
В операторном виде система (18) запишется так:

А = <& + !/. (19)

В пространстве последовательностей со сходящимся рядом 
(14) матричный оператор ф будет вполне непрерывным, что сле
дует из сходимости ряда

" (20)
п, тпфт 
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которую нетрудно обосновать, пользуясь оценкой для матрич
ных элементов 0,тп:

I тп I от (п — т)2’ п^т-
Поскольку правая часть системы (19) <7 также принадлежит 

(14), можно заключить, что в предположении единственности ре
шения системы (18) его можно получить при любых параметрах 
решетки с любой степенью точности, применяя метод усечения {2].

Так как система (18) является эквивалентом системы первого 
рода (17), то все сказанное справедливо и для последней. Ана
логичное рассуждение можно провести и для второй из двух 
бесконечных систем (16).

Приближенное решение, построенное с помощью усечения, 
будет тем меньше отличаться от точного, чем выше порядок усе
чения. Грубая оценка скорости сходимости, приведенная в рабо
те [2], при этом дает

шах | Ап — | < сМ-1, шах | Вп — < сМ-1,
п п п

где Ап и Вп—точные значения коэффициентов, а и В^ —- 
их приближенные значения, полученные из усеченных систем 
порядка N. '

В действительности скорость сходимости метода усечения, 
полученная на ЭВМ, значительно больше. Например, для полу
чения с графической точностью коэффициентов а0 и Ьо при 0 < к < 1 
достаточно решить на ЭВМ систему уравнений 4—5 порядка.

В случае ^-поляризации относительная простота матричных 
элементов системы (18) позволяет провести некоторые аналити
ческие исследования. Рассмотрим, например, нашу систему в 
случае, когда область, заполненная одним из диэлектриков, ока
зывается очень узкой — значительно меньше периода системы, 
6<1 (почти вся решетка заполнена диэлектриком с е = е2).

Заметим, что все матричные элементы <2тя стремятся к нулю 
при 0 -> 0. Используя асимптотику собственных значений задачи, 
можно показать, что норма матрицы <2 в пространстве (14) стре
мится к нулю при 0 —> 0. При доказательстве используются 
асимптотики собственных значений задачи для случая узких 
брусьев с е1( когда /пв 1 ’

/#4+71 = 6 + О(21)

УкЧ2+^0 = к У О (е2 - ег) + О (9‘/.), к* (в2 - е,) 6 « 1, 
и больших т

V+ Ут = т+ ~^т + 0
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Рассмотрим ряд
°° [б“а] Гт—1
V ](2тл|2^г= ^(т+1) V | втп |2 —д 4

п9 т = 1 т=1 л=1а^т -[0-«] .
+ Е |<2-12^1+ 2 1^12^Ь 

п=т+1 п=[0-“]+1
(22)

со

т=[б а]4-1

(т+ 1) У] I
П=1

т— 1

+ 2
«=[а-“]+1

со ~

|«™|-^+ 2 1^1’^ .л=т+1
0<а< 1.

Можно показать, что имеют место следующие оценки для 
матричных элементов <2тп (Ке 1й ртН > 0):

1 Г) I т | 51п тлО | + п | 81п плв |
1 *тп I < С1 т(т-п^(т-\-п) >

I п I _ "» 15»п тле 14- п
I Ч™ 1 с2т (т — п)2 (т + п) ’ т

п <т < [6-“];
т < п < [9~«];

< 16-“] < п;

1л I - т + п I 51п плб I , гп _ |С?тл| < сзт(т_„}2(т+п). «< (6 ]<т;

с4 [9_<4<п</п;
<т2(т —п)«’ [6~а]</п<Л.

Используя эти оценки, получим

X' 1Фтл|2тЕрГ <С60’*
т, д=1 а+т

Следовательно, || ||“ < с6“/2, а систему (18) при 6 < 1 можно 
решать методом последовательных приближений. Ограничиваясь 
первым приближением, выпишем выражения для а0 и Ьо с точно
стью до 63/»

е2
е2— 61 21

а0 = — ехр (—1/г/г)
2 [ехр (2йр0) —

П1+^‘
— ехр (—2йр0)]

I2 . .ехр (—2йр0)е2~ Е1^^е 
2/е2 .

2
| ехр (2йр0) —

(23)
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Аналогично рассматривается случай в —> 1. Первое приближе
ние дает с точностью до (1 — 6)’^ формулы, которые следуют из 
(23) при заменах на е2, е2 на ех и 9 на 1 — 6.

Заметим, что анализ, проведенный выше, осуществим и в при
менении к системам уравнений второго рода, однако громозд
кость его при этом значительно возрастает.

Обращаясь теперь к случаю //-поляризации, отметим, что в 
результате представления поля внутри решетки в виде разложе
ния по кусочно-гладким функциям усложняется аналитическое 
исследование и ухудшается численная скорость сходимости. Для 
получения с графической точностью коэффициентов ап и Ьп при 
О < к <_ 1 в случае //-поляризации достаточно решать на ЭВМ 
систему уравнений (9) — (10) порядка.

Предполагая, что при нормальном падении //-поляризованной 
волны нормы матричных операторов систем уравнений относи
тельно Ап и Вп меньше единицы при 0< 1, можно формально 
построить в этом случае решение с помощью метода последова
тельных приближений. Первые приближения для а0 и Ьо с точ
ностью до 9’/» имеют вид

I1-Е2(1-!1г!10У1х
ай = — ехр (—1кк) -у--------------------- _е 1 2  ------------

I Уе2--  ^1 + У е2 2г1 0) | еХР (2Й{Л0) —

X [ехр (2/гр.о) — ехр (—2/гр„)] „
I /. _е2 —61„\12 ’ '— I УЧ + П — Уеа ' -2~~ И I ехр (—2/1р0)

Ьо = — ехр (—(кН.)  ----------------------------------------------------
/ г2 - И + К?г “2^ ехР <2ЛРо) “ 

- [/е2- - VгЛ2“ 0)]2 ехр (—2Л{х0) ’

Переходя к анализу полученных результатов, в первую оче
редь рассмотрим приближение, когда один из диэлектрических 
брусьев узок по сравнению с периодом системы. Если в (23) 
устремить 0 -> 0, получим решение задачи о дифракции на иде
альном слое диэлектрика толщиной 2Л с г = г2.
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Полное прохождение наступает, если коэффициент отражения 
равен нулю. Из (23) можно получить соответствующие значения 
кп с точностью до 9’/« при 9 < 1

П = 0, 1, 2 ....

и с точностью до (1 — 6)’^ при (I _0) 1

к - - - -КП --

(24)

(25)(е2-е,)(1 -6) ’ П -0’ 2 -

2г,
Как показывает численный 

анализ в длинноволновой об
ласти, формулой (24) с графи
ческой точностью можно поль
зоваться при 0 < 0,2 (рис. 2), 
формулой (25) — при 0 > 0,8.

Аналогичные выражения мо
жно получить для параметров, 
характеризующих структуру. 
Например, при фиксированных 
к, ех, е2 и 9 резонансное про
хождение по высоте происходит 
при

«7 / [5^

/4/
<ЛЛ1Г
8-пол,

Е,’!; Ег-3 л

__________ г,

Рис. 2.

п = 0, 1, 2 .... 9 < 1.

Как при Е-, так и при //-поляризации для диэлектрической 
решетки характерно следующее. Несколько первых собственных 
значений задачи (7) — (9) могут быть отрицательными. Из пред
ставления (10) для | г | < И видно, что каждому отрицательному 
собственному значению отвечают волны, распространяющиеся 
внутри диэлектрической решетки нормально к ее плоскости.

Диапазон по к назовем одноволновым, если внутри решетки 
распространяются волны, отвечающие индексу т — 0, в пред
ставлении поля (10), двухволновым, если т = 0,1, и многовол
новым, если т=0, 1, 2 и более. На рис. 1—4 нижние границы 
диапазонов отмечены крестиками на оси к (кг — начало двухвол
нового диапазона, к2—многоволнового).

С помощью представления для собственных функций Рт (у) 
можно исследовать картину поля незатухающих волн внутри 
решетки.

В одноволновом диапазоне всегда существуют две поверхност
ные волны (прямая и отраженная), испытывающие полное внут
реннее отражение от границ сред с диэлектрической проницае
мостью г2 и ех (г2 > гх) и распространяющиеся вдоль оси ох.
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При к > к{ внутри решетки появляются новые распростра
няющиеся волны. Вначале они имеют характер объемных волн. 
При к~> к* (где к* > кг отвечают тому значению частоты, при 
котором в области с большим значением диэлектрической прони

Рис. 3.

цаемости возникают условия 
полного внутреннего отражения) 
эти волны преобразуются в по
верхностные.

Дальнейшее повышение ча
стоты приводит к появлению 
новых поверхностных волн, рас
пространяющихся нормально к 
плоскости решетки и т. д. Имен
но эти волны определяют осо- 

4/л бенности характеристик рассе-
янного поля в случае, когда 
толщина решетки достаточно 
велика.

В одноволновом диапазоне 
зависимости модулей коэффи
циентов | а01 и | Ьо | от парамет
ров к, К, е, 9 носят достаточно 
гладкий характер. Из графиков 
(рис. 1 — 5) видно, что, меняя 
к либо Л в этом диапазоне, мы 
получим синусоидальную зави
симость для | а01 и | Ьо |. При 
этом максимумы прохождения 
на рис. 2 можно получить из фор
мулы (24), так как данный слу
чай отвечает узкой области с ех.

Сравнивая в этом диапазоне 
графики для Е- и 77-поляриза
ции, видим, что при /7-поляри
зации амплитуда осцилляции 
меньше и максимумы сдвинуты 
в сторону укорочения длин волн. 
С ростом 6 амплитуда осцил
ляции (рис. 1—4) во всех слу
чаях уменьшается. Это естест
венно, так как на приведенных

зависимостях = 1 и с ростом 0 убывает относительное запол
нение решетки диэлектриком.

Начало двухволнового диапазона частот существенно зависит 
от е1, е2, 9. Оно определяется условием = 0. Характер ди
фракционных зависимостей здесь резко усложняется. Это объяс
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няется тем, что распространяющиеся внутри решетки гармоники 
интерферируют друг с другом. Наиболее существенным в этом 
диапазоне является тот факт, что здесь для обеих поляризаций 
существуют точки полного прохождения и полного отражения 
при изменении как частоты (рис. 1,4), так и толщины Н (рис. 5) 
либо других параметров задач (0,е2).При этом интерференция волн 
внутри решетки приводит к тому, что в отдельных случаях измене
ние по к на величину порядка 10-4 может привести к изменению |60| от 
1 до 0. В этом, как и в следующих диапазонах частот, определя
ющим при исследовании свойств данной структуры является 
численный анализ.

В заключение укажем на то, что аналогичные свойства, свя
занные с одно-, двухволновым характером полей внутри резо
нансной структуры (в нашем случае диэлектрической решетки) 
были получены и детально обследованы другими авторами для 
объемных ленточных структур из идеально проводящих элемен
тов. Во многом свойства последних совпадают со свойствами 
нашей решетки. Есть и существенные различия. Например, 
в длинноволновой области структуры из идеально-проводящих 
элементов практически полностью отражают падающее поле Е- 
поляризованной волны.
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СКРЕЩЕННЫЕ РЕШЕТКИ НА ДИЭЛЕКТРИЧЕСКИХ 
ПОДЛОЖКАХ

А. И. Адонина, А. М. Андрусенко, Б. Г. Сидоренко 
Харьков

Рассмотрим задачу о дифракции плоской волны, нормально 
падающей на лежащие в параллельных плоскостях две периоди
ческие структуры на диэлектрических подложках, состоящие из 
идеально проводящих металлических полос, направления которых 
образуют угол ® ^0 < с? < -^ . Периоды решеток обозначим 

посредством 1{ и /2 (отношения последних к длине волны падаю
щего поля хх и х2), коэффициенты заполнения пропорциональны 
и^—соз — , иг=со8~ и ширина щелей соответственно 
первой и второй решеток), толщины диэлектрических подложек 
Пт По _ _ . ____ _ .. . .~ и г , диэлектрические проницаемости и е2.
<1*2
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