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ДЛИННОВОЛНОВАЯ АСИМПТОТИКА РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ 
ДИФРАКЦИИ НА ДВУХЭЛЕМЕНТНОЙ РЕШЕТКЕ

Н. С. Бутенко, Л. И. Литвиненко
Харьков

Радиофизика и радиоэлектроника широко осваивает для прак­
тического применения миллиметровый диапазон длин волн. В связи 
с этим возрос интерес к вопросам дифракции электромагнитных 
волн на плоских многоэлементных периодических решетках. Раз­
вита строгая теория для 
решения задач дифрак­
ции волн на металличе­
ских решетках, размеры 
которых соизмеримы с 
длиной волны. Данная 
статья посвящена обо­
снованию длинноволно­
вой асимптотики реше­
ния.

Постановка задачи. 
В плоскости хоу (рису­
нок) расположена пе­
риодическая разноще­
левая решетка, которая 
образована бесконечно 
тонкими и идеально про­
водящими металлическими лентами, параллельными оси ох.

Сверху (2 > 0) на эту решетку нормально падает плоская 
электромагнитная волна, не имеющая составляющей Нх (Д-поля- 
ризованная волна):

Ех = е-1кге~1ш1-,

Нх=0.

Требуется определить поле, возникшее в результате дифрак­
ции этой волны на решетке. Воспользовавшись соображениями
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симметрии и периодичностью решетки, можем записать искомые 
поля в виде рядов Фурье:

ЕХ1 = е~1кг + 2 апе11пге‘Нпи (г > 0);
П = 1

Ех, = I Ьпе-^ге^' (г<0),
/1 = 1

где
1 / 2 75 2л , 2лп7/1 |/ х X — -у— , 1Гц )

\ — длина волны в свободном пространстве.
Временной множитель здесь и дальше опускаем. Введем 
обозначения

X т = тЬт,

ел = 1+»]Л^-1 («#=0).

Используя граничные условия для полей на щелях и метал­
лических лентах решетки и метод задачи Римана — Гильберта [1], 
можно получить бесконечную систему алгебраических уравнений 
ДЛЯ ИСКОМЫХ Хт

Хт = Мош°т — йш°т + V Хп (т ф 0)
«•/•О

(1)
-Ьо = + X Хп 41

пфО

Коэффициенты этой системы выражаются через некоторые 

полиномы Чп(и, V); о); <?□(«, 0; ^п(Ц, о) (и = соз0, о =
= соз0') следующим образом (в дальнейшем аргументы полино­
мов <2п (и, V) и [1л (и, о) подразумеваются):

1 п
V•п—р■^-2^ р—т—2 

л р=0
(П > 0),

[*2т~1 “Ь

-----2 [ — + С/п+2] (га = —2),
(2)

—п—I

(га<-2);
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2
2

73+77л =

п
Рп+2фа + Нп-ифа ’—Рпфа— 2 Р'п-кО.Ь 

к=\
2 [(Рз Ро) фа “Ь Р1Фа 1 (« = 0),

У [(р-2 --- 1) фа ' + Рзфз---2(2О'] (П = 1),

У [РзФз 1 + (рХ + Р2 - 1) Ф« - + 2ф’]

У 1(|*п4-2 + Рп) фа + Рп-|-1Фа '

(«>0),

(П = 2);

(п > 0),

(3)

У 1(Р2—Ро) Фа + Р-1ФГ'] (/1 =0),

у [(р-з + 2р.1) ф, + (|12 — 1) фГ1] (я = 1), 

у [(р-4 + Р2 --- 1) Фа + Р-зФа '] (Я = 2);

(4)

а)" + Щ + ГГ - —
<?7*

(г"+ Г7Л);

I

I

цр; + = 72> + УУ - (}т (7? + 77л);

г: + 177л = 7" + У7п - Фа (73 + 7Г); (5)

173 + 177" = 73 + 77л - Фа (Уо + 77”).

Полиномы фп и р.п удовлетворяют следующим рекуррентным соот­
ношениям соответственно:

(и 4- 1) фп~н — (2/1 + I) (и + у) (^п + 2/1 (1 + 2иу) фп—1 —
— (2/1—1)(и4-у)фп_2 + (/1 —1)фл_3 =0 (/1>0); (6)

Р-п = Фп — 2 (и + у) 4-2(1+ 2иу) <2Л_2 —

— 2 (и + у) фл—з + Фп—4',

Но = 1; Р-1 = —(« + 0; р-2 = —у (и2 + у2) + да + 1; (7)

р-з == — у («8 + У3) + у МУ (“ + у)-

Интегральные представления полиномов фп, фа, фа, Ф7’ имеют вид

- О' к
(2 I СОЗ (п + 1)?+_______I СОЗ (п + 1)

л I У соз — и У соз у — V I У и — соз 7 У V — соз
-О У
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О—п — =0;
-О' 72 -

_ 1 С 81п (к + 1> срср^ср_______ С (я— у) 51п (к Ц- 1) -хр^а . (д)

3 п 3 VСОЗ ср — и УСОЗ <С — V 3 V и — СО8 ? V V — СОЗ ■■?
Ьо е -*

6'

С. - С . "V__ - Л, -8; 8 = Щ; (10)
^ У СОЗ ср — и Г СОЗ Ср — V 
о

О'

^'-(.7=-^-^-^—• (Н)
Л У соз ср — и У соз ср — V 
о

Для последующих вычислений нам потребуется 
интеграла:

в
Л_ ..4'$____

У соз ср — и У V — соз ср

оценка такого

(12)

Вводя замену переменных х = соз ср и вынося за знак интеграла 
максимальное значение одного из корней, можно записать 

и-{-у 
2 и

/<-Д= С -^= + -1= С -7^=<4. (13)
V V — и У о — х V V — и 4 Ух — и 

V М-1-0

Оценим теперь полином ;лп. Используя (6) и (7), получим
(Сп_3-<2п+1)-(« + О(<?„_2-(?П) 

^”+1 = ------------------------------п------------------------------- •

Для полиномов с положительным индексом справедливо 
дующее интегральное представление [2]:

Тогда

0 
и 

9х

<2-1 = 4 , 5[пп1 - а<?.
У СОЗ ср — и у V — СОЗ ср

сле-

(14)

^+’ - от
51п (п — 2) ср — 31п (п 4~ 2) ср 

"Ксоз ср — и — соз ср

0 

~(и + V) § 

0'

81П (П — 1) ср — 81П (П 4- 1) ср 

у СОЗ ср — и У V — СОЗ ср

е

Тп (* V ■ ---=--815? ■■ {соз пер [2 соз ср — (и 4- 0]} </ср.
П71,) У соз <р — и У V — соз ср
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Максимальное значение величины [2соз<р — (и + г)] на интервале 
изменения <р от 0' до 6 равно (V — и). Следовательно,

_________ 31П ср________
У соз <р — и V V — соз ср

Учитывая (13), имеем

(■=)

Получим оценку полинома (?„-1 для любых п. Будем исходить 
из интегрального представления (8) 

|-8' тс
_  1 С соз псрйср С соз п срДср

я 3 У соз ср — и У соз ср — V 3 У и — соз р Уо — соз р

С помощью известных равенств

(V > 0; и < 0), 
окончательно получим

9 V > 0|<
У о — и и <. о. (16)

Аналогично можно показать, что для полиномов и & 1
справедливы оценки

1<2а| 2У2
| у» — и 1 ’ (17)

|С7’1 I < 2У2 .
(18)

1У 0' . ^УТ (19)

< 5
УУ^ПУ (20)
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Исследование решения. Положим

<2=гпах У 5п (“т + “т")- 
т#=0 л = 1

Для еп имеет место неравенство

Из (2)—(5) находим, что

М"т + №т = -у у1, Рт—р+2 (фр-т-г — (2т+р-д + уИл+1Ст-Ь 

Р=1

Мт + И^т' = у [Ст—1 — Ст+1 + Р'гСт—1 + ^1Ст—2 + НоСт-зЕ

Мт + Мт2 = у [Ст + !Ч (Ст+1 + Ст—з) — Ст+2 +

+ Ст—4 + Р'зСт—1 + 'х2 (Ст—2 — Ст)К

1Г + га-л = у [цп+2Са + ^+1 (с» - сг1)];

М\ + М71 =4[^С3 + (^-1)С7‘];

^-2=4^зС71 -Са]-

Воспользовавшись интегральными представлениями полиномов' 
<^п (8) и (14), оценкой этих полиномов (16), а также оценками 
(13), (16)—(20), получим

\МПт+МтП\<У^й\С' +С"\ПП + С'''^\-,

| М? + М7п I < С , (23)

где С; С'; С"; С" — некоторые константы. Учитывая оценки (21) 
и (23), можно показать, что

(24)
В условиях длинноволнового приближения, когда 1, величина 
9 мала. Будем считать, что <7 < 1. В этом случае приближенное 
решение системы (1) с оценкой погрешности можно получить мето­
дом последовательных приближений. Ограничиваясь первым при­
ближением, получим

Хт} = М0Шт — ишт 4- 0 (Ьо — 1) (т ф 0);
14 < Г=Ьтах1‘хи>т| (25)

1 ч т^о 1 ч у V — и



(26)

(27)

Подставляя найденное значение Х(т в уравнение (16) и решая 
его относительно &0, найдем, что

+ Д е„ (1^ + 1Г7П)0Ч + а (го + д)
Ь° 1 + ^+2 еп(^Ч-1ГГ)((хшо + б) 1 + ‘Ч^ + А)’ 

п — 1 
где со

А = X Е„(№"+Г7")(ю° + в); б'=1. 
п = 1

Решение в нулевом приближении имеет вид

, (о) _ 
° 1 + ‘

Оценим относительную погрешность нулевого приближения 
1Х«+А)

ьо - С = 1 + /х(Г°+А) ~ 1 + ^°з 
Ь» ~ 'хГ“+А *

1 +‘х(Г° + А)
Величина | №" 4- 1^7" | оценивается аналогично |й?" 4- №7" 
В результате получаем

|№а4- ^7П| < |/ц-и||В'1пп4-В"|, 
В' и В" — некоторые константы.
Отсюда и из формул (25) и (26) следует, что

|Л|<С3х3г^, (28)

где константа С3 не зависит от параметров задачи при условии 
р > 0; и < 0. ’ ’

Следует отметить, что двухэлементную разнощелевую решетку 
целесообразно использовать именно при таких ограничениях на 
параметры.

Полученная оценка (28) показывает, что решение в нулевом 
приближении (27) имеет погрешность, совпадающую по порядку 
величины с погрешностью релеевского приближения для одноэле­
ментной решетки [3].
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