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На металлическую идеально проводящую периодическую ре
шетку, представленную на рисунке (где приведены все пара
метры, характеризующие ее размеры, и декартова система коор
динат, начало которой помещено в середине одной из щелей), со 
стороны у < 0 под углом ф наклонно падает плоская волна

= ей(ах+₽У)

Е° — ае‘к(ы+9у) Н° = На — Е° — 0
У х у г

(а — созф, р = 81П ф)

Дифрагированное поле в этом случае будет определяться един
ственной, отличной от нуля, г-составляющей магнитного поля 
Нг по формулам

ДД Е,=А.^;Е, = Н.=Я,=0.

При этом
Нг = Нг(х, у) = Н°(х, у) + I) (х, у), (1)

где И (х, у) в области, дополнительной к брусьям, удовлетво
ряет уравнению Гельмгольца

му + к2и =0.
Симметрия и периодичность решетки позволяют Нг (х, у) пред
ставить в виде '

е1к(ах+?и) е1ках у апеРп

П =— 00
(2)

Нг(х, у) =
IX — п11 <

е1кап1 V (Ьте~ЧтУ 4- Сте^тУ) С08—+ 9 \ I У I < К, 
т=0 ° ' 1 2

где _________
Рг> — — I , Н.п == ко. + у п, дт = — г т/ Г 
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Знак рп и дт выбран так, чтобы Регрп>0 и Ке^т>0, и 
когда Кегр„=О или Ке/<7т = 0, то 1пирп>0 и 1т^т>0. За
дача заключается в определении коэффициентов ап, <1п, Ьт, ст.

Воспользуемся граничными условиями: тангенциальная состав
ляющая электрического поля равна 0 на металле и тангенциаль
ные составляющие электрического и магнитного полей непре
рывны на шели при

У — ±^-, (п — 0, ±1, ±2 ...).

Удовлетворяя граничным условиям, придем к следующим 
уравнениям, которым удовлетворяют коэффициенты ап, йп, Ьт, 
Ст*

... * . 1 я 7
е«“Г 2 апР*е п 1 + 2 = 0, (З1)

1п=-=о ] 2

е‘ках Е апрпе‘2*пГ = 0; (З2)

— — А
— V ^те’т2 — сте-чт2 ) СО8 ~ (х +

х Д

= е1ках Г V апрпе‘2™Т + Л;
1л=—оо .1

2 ^Ьте-‘>т 2"— СщвЧт2} дт СО8 рС -ф 

т=0 ' /

(З3)

(З4)= е«“2 апрпе‘^~, |х| = ^-;
п = — ОО

(З5)

72



У [ьте-«т 2 + Ств^ 2 )с08 (Х + Ь- 

т=0 \ >

х
= е1ках у с?пе‘2'я 1 •

П 1=—ею
(З6)

Введем новые неизвестные по таким формулам:
хп = ап + ап; гт = — 2 (Ьт + ст)\ (4)
Уп = &п — (1п> = — 2 (Ьт — Ст).

(п. — 0, + 1, + 2 ... ; т = 0, 1, 2 ...)
Складывая уравнения (З1), (З3), З8) соответственно с уравнени
ями (32),(34), (3е), получим следующую систему уравнений для 
определения хп, гт:

е‘ках
1 1

у хпрпе12™ ' 4- 1к$е~1к?2 
■П =— °°

= 0, (51)

^{ках У хпрпе‘2™г + 1/$е~1к^ =

У %тС]т йЬ рт 
т—0

Л пт / . Ь \СО5 х+ ,
2’ (52)

е1ках
— д

у х„?2™ ‘ + е~‘к» 2

= — V гтсЬ7т^-со5™[х+ |х|<|. (53)
т =0 ' ' "

Точно так же, вычитая из уравнения (З1), (З3), (З5) соответ
ственно (З2), (З4), (З6), придем к системе, определяющей коэф
фициенты уп, (.т («=0, ±1. ±2 ... , /п = 0, 1, 2 ...):

^1клх
— д

У УпРа?12™ ‘ + 1к^е~1к^ 2 — 0, (61)

^1ка.х У упрпеа™ Т + 1к^е~1^ у 

-п —— 00

V-, Г -К _— У т сП С]т С08

^1ках

ь-.

2’ (62)

Д

У упе12~п 1 + е~‘к? г =

«-.Г I. Д _„Л«/ , ЬУ Ст5Ь9т2СО5Т Х + 2 
т-0 ' “

и а
<2- (63)
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Аналогичного вида системы функциональных уравнений были 
получены в [3] при решении задачи дифракции 77-поляризован- 
ной волны на металлических брусьях прямоугольного профиля. 
Однако в случае [3] правые части уравнений (52). (53), а также 
(62), (63) представляли собой разложения по набору ортогональ
ных функций, полному на всем интервале задания этих уравне
ний. Методом переразложения такие системы удалось свести к 
системам линейных алгебраических уравнений II рода. В нашем 

кт / . Ь \
случае система функций соз I* + % не является полной на 

интервале |х| < гр в связи с этим метод, предложенный в [3], 
использовать не удается.

Ниже мы покажем способ (представляющий собой комбинацию 
методов переразложения и задачи Римана—Гильберта), который 
позволит свести систему функциональных уравнений (5), (6) к 
эквивалентным им системам линейных алгебраических уравнений 
II рода.

Рассмотрим сначала систему уравнений (5). Обозначим
А

хяра = *а; (п#=0); т0 = хоро +

1 _ I (' Ем) . р _ . _ у I п 4- ах I
Рп 2я | п + ах | ’ п (ах + п)2— ’

Перепишем уравнения (51), (53) в новых обозначениях

Е гпе‘2^ = 0, | < х <
Л=—со

2 тп -г— ------ г е2~(л+а'-) 1 = — 2е к ( '’т) —
л 4- ах. ' 2'

П——ое

о _ .ь . А пт I .. , Ь \ , , аX 2 т СП 2 СОЗ I X 2 ) > I X | 9 •
‘ т=0 \ /

(54)

Продифференцируем второе уравнение из (54) по х и разде
лим обе части его на

2 ^е<2кп^ = 0.
Л = — оо

V т П + ах. . __  -2 х
* л |л-|-ах| ^п)е 1 ~

П =— ео

—— 2кае~1к^— е~‘ках Е т2т ей дт ^-зт у- (х + (55)
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Проведем предварительно некоторые преобразования. Разло
жение

по полной на интервале — системе функций имеет вид

51П (х 4- ~; е-^ = 1. 2 атпе‘2,1Пг;
Ь \ 2 */ 1 я=-~

2 гп^±^(1-Е„)е'2-г = 
п 4- ах 4 7

П=—оо

Д х
= 2кае~‘к?-2 + 2 е12кп~ 2 т8 2 Ст$5татп.

Для полноты системы (71) нужно добавить к ней равенства
2 ==^6-^4— 2 Т8 Е с 8 •

|«+ ах| I ^УтРзт,

1пт

пт[ Ь1
Так как система функций со5~у х + % полна на 

|х|<^-, из уравнения (52)

= С т 2 т5р5т,
5 =—оо

где
, _

~ _ 2 (2 — 5 *о ) е 2
“ Ь , Д

интервале

(68)

(6е)

5 ( 8 Ь )2
. . /, пт \ Ь 
Н 51П | Л. — ----  | — (1, т = 0;

8™ = „
0 I 0, т #= 0.

Учитывая преобразования (61), (6е), запишем систему урав
нений (55) следующим образом:

Е т„е-“ = 0 <х< Ь (71)
л П=~ео

—оо т—0
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.11. . Л.
С'п='Й^‘(2_8о)е 2 1Ь9т2’

ч = хк1- К* =Кк1~, Ка=Ка1; X Ст₽5т = у ГМ;
гл=О т=0

у у ст₽5татл= У
п=—оо т=0 а«=—оо т=0

~ 4п 71/71 11. Д

Ст = ^(2 — 8-)е 2 с05 2 с1Ь<7т2.

Для дальнейшего преобразования этой системы введем без
размерные параметры

к1 г, ~<1 п г.Ь «, тсД 2л
*_2? 6 * - Т; 9 “ Т’ 0 ~ Т’ ч ~ тх-

Для нахождения неизвестной величины т„ получаем следующую 
систему уравнений:

* “ V т„е'л,? = 0;п ’
« =---оо *

У = — 2кае-‘к'4 + (81)
Л =---00

1 V. 1 _ 4 -
I 2 ^й+^—4те-адг- Е 2

п=— <* ‘ 1 п=—оо 4 5=—оо т—0
где

/(«»)- Е Е т.2ад,Л.]-
Д==—оо I 5=—оо т=0 -1

г? ...
— 2 У

П=— 1

7 — целая часть ах.
Система уравнений (81) уже может быть преобразована с по
мощью метода задачи Римана—Гильберта [1]. Используя ре
зультаты этой работы, получим бесконечную систему линейных 
алгебраических уравнений:

т" = _ 4кахе- ‘Муо + у - Г 1.5.+ ах1 « + Л /г‘^1 5-1-ах «
5=— оо Ь 1

+ У 2 Стр5татпРл]-2 у Та^ + гс^; (91) 
а=—оо т=0 5=-1

О = - 4кахе-/муо + Е5Г‘ + у V Ст^татп^~
8=—оо I п==—оо т=0

Ь'с ** —- —

-гта-+ I ад- -2 Е ^ + 2^ + 4^;
1 1 1 т=0 5=—1
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СОЗ м — СОЗ V) ___,ят СОЗ"/ — СОЗ 1]' ,
26 е " 20 ’

т — — (ах + п) т + —(ах + п)

802(ах 4~ $) (2 — »?)с
/

:1Ь ^26 ||/ -2-1(2x6 

к 11
)2 )

п3 | т2 — 1
(2x0^ ’Р- 402

^2'(ах4-«:
)2 ]

V = — 6 (5 + ах) — тг (ах + га);

?] = ™ (1 — — 0 ($ + «*) + ^ (ах + «);

у' = у П + Я — 8 (8 + ах) 4- к (ах 4- п); (92)

™ 5 1 — — 0 (8 4- эх) — тс (ах 4- п);

* Е Ин-!-/ (и) Рк-1 (и) 
2 /=о

Рь — у Рк («);

2 1^* (ы) — ^+1 (“)]

1—л—1

—2 2 Н-п-1-/ (и) Р/+Я-1 (и) п<—1
/=о

Но (и) = 1; («) = - «•> («) = (“) - 2“Ъ (“) + ^-2 («);

_ ц Р
|Й4-ах| ~ 2$1П пах Ра*~1 + 2 Й 4- ах + °0’

V" = У УПк

I Й + ах | -
л (ах — 1)

2 81П пах (ах 4-п) 1^“»—1 (—и) Рп+Х (м) 4-

4- Р„-2 (-М) Рп («)] +
1
к ах

п > О

]-2 V . у*. .
к=а—1 “Ь а^*

®0 =

О, ах > 0;

ах < |ха| ’ 
а. 2^о 

|ха|’
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Рп, Рах-1 — полиномы Лежандра; н = соз9'. Вычисление V", 
Ра можно провести так же, как это проделано в работе [2].

Тем же способом из системы (6) получим бесконечную систе
му линейных алгебраических уравнений относительно уп\

+ е ?Г!1±^1е,Г; +
$=-» I 1

+ Е Е С^5татпУ~] - 2 Ё’ ? V’ + 2СД,; (91)
п=— оо т=0 8=—1

О = _4кахе-^уо+ Е Н+^1 Е5Ра + Е Е
з=—<х> 1 п=—оо т=0

-ттткг+ 2 С^5т] + 2СЛ-2 1 47^ + 4^-^.
1 1 т==0 3 8=—1

2 Е С^!татп = Е Е 1*М\

2 От- Е ММ;
т=0 т=0

(95)

Бесконечные системы линейных алгебраических уравнений 
(91) и (91) сходятся хуже, чем соответствующие системы, полу
чаемые с использованием метода задачи Римана—Гильберта для 
плоских ленточных решеток. Скорость убывания диагонального 
элемента матрицы имеет порядок ----- —, поэтому эффективность
метода усечения для решения этих систем проверялась численно 
на ЭВМ. С помощью такой проверки показана пригодность ре
шения (91) и (94) для отыскания амплитуд дифракционных спект- 

„ I ров при достаточно широком диапазоне значении г.
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