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Рассматривается задача о дифракции акустической сфери­
ческой волны на идеально жесткой поверхности 2 бесконечного 
кругового конуса с периодически прорезанными вдоль образу­
ющих щелями (рисунок).

Как известно, эта задача состоит в нахождении в области О, 
дополняющей 2 до всего пространства, функции С (Р, (?; к) (ис­
точник колебаний находится в точке Р — точка наблюдения), 
представимой в виде

(1)
— 1кЦр(^ 

О(Р^‘,к)=е-^----- + у(Р, (}-,к),

где Кро — расстояние между точками РнЦ; к— волновое число 
(временная зависимость взята в виде е‘т1), а функция у (Р, (}; к) 
в области О удовлетворяет однородному уравнению Гельмгольца 
(/т/г < 0), условию на бесконечности в форме принципа предель­
ного поглощения, условию конечности энергии в любой ограни­
ченной области. Данная функция такова, что во всех внутрен­
них точках границы области О имеет место краевое условие

? I =0, (2)
дп '

где п — определенным образом ориентированная нормаль к поверх­
ности Е.

Решение поставленной таким образом задачи будет един­
ственным.

Введем сферическую систему координат (г, 0, <р) с началом 
координат в вершине конуса. Обозначим через -у угол раствора 
конической поверхности, У— число щелей, <1—«ширина» щелей, 
I = — период рассматриваемой структуры (б и I — величины
соответствующих двугранных углов, которые образованы пере­
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сечением плоскостей, проведенных через ось конуса и ребра 
соседних лент); г0, 0о, с?0 — сферические координаты источника 
колебаний.

Решение задачи будем искать с помощью интегрального пре­
образования Лебедева — Конторовича [1] относительно радиальной 
координаты

со

Т (Р, (?; к) - \ 2 ат (т, к) 1}т, (9, ък) Л. (3)
3 У г \т=-«. )О

Здесь ат(т,к)— некоторые известные 
коэффициенты. Для функций 11^ (6, ®, к) 
имеет место следующее представление:

(6, к) = V атп (х) х
П~— ОО

X

пт+пЛ/
Р__ !_, . (соз 9), 0 < 9

2
л „ т+гМ „ 
_ Р 1 г . (СО8 0) 
М 2 т-{-пМ

т.

(—СОЗ 9),

Т<6

(5)
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рт+\п^ (—соз 9) 
49 ~2-+”

(4)
которое нетрудно получить, исходя из уравнения Гельмгольца 
и краевого условия для функции Дтт(9, <р, &), вытекающего 
из условия (2), а также периодичности области О (в выраже­
ниях (3), (4) и далее (кг) — функции Ханкеля 2-го рода, 
РДсоз 9)— присоединенные функции Лежандра 1-го рода, Г (г)-гамма- 
функция).

Обозначим далее

(т) 4 гп+гМ
— атп Р_2__]_,х (СОЗу),

где т0 — ближайшее к целое число, величина у = — т0 рас­
__ „„„„ 1 1 ‘

положена в интервале — у < * 4 * * 7 < у•
Неизвестные коэффициенты подбираются так, чтобы удов­

летворялось краевое условие на лентах конуса и условие непре­
рывности поля в щелях между лентами. Последние условия при­
водят к следующей системе функциональных соотношений:

V у < | ф | < к; (6)



" (т)(-1)т+(”-'п")Л'сЬкг
Хп

П = — «> л 51П2 7

/ 1
Г у + (т + т + (п — пг») N

Г I 2“ + — т — (п — тй) N

е<лф

<1 т+(п—т0)М (I Пт+(П— т0)Ы
й0Р-2-+^ ("СО37)

(7)

Эти соотношения в дальнейшем будем рассматривать как урав­
нения для нахождения неизвестных коэффициентов х(т), которые 
будем искать в классе коэффициентов, удовлетворяющих условию

(8)

Это условие получается в результате формального применения 
к подынтегральной функции в представлении (3) условия конеч­
ности энергии.

С помощью метода, который разработай в [2] и [3] для реше­
ния задач дифракции в областях с периодической границей, обла­
дающей плоской или цилиндрической симметрией, полученные 
функциональные соотношения (6), (7) могут быть сведены к бес­
конечной системе линейных алгебраических уравнений 2-го рода 
относительно искомых коэффициентов х(т> следующего вида:

(-«)
Рд-^ + Р^д-и)

/ (т) ?т0\
\Хо — 00 ) Гпо

п = —оо Н
(9)

- оГ“ = - (1 - ет.) УГ2Г (и) + У (х<т) - С) X
Л70 Д-0 11

X елИГ“1 (и) + (х’о'”0’ - 8™“) [Р5 (и) + (и)], 8 = ±1, +2____

(Ю)

где ы = со5 у; — символ Кронекера, т. е. = 0 при п т0

и Ъп° = 1 при п = т0; Д (—и) — функции Лежандра;

(“>=т-Ъ <“» - р,|-р.;+<1Г'<-») [Р-(и> -₽-'(и)Ф 0
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V" (и) = [Р5 (и) Р,1+1 (и) - Р5+, (и) Рп (и)], (12)

а для величин гп, определяемых посредством соотношений

у_________________ }_________________ ______ I 1п1 /1_ е ч
1 рт+^-"‘^ (соз ) 1 рт+^т^ (_соз ) “ Л/ (п + V) п п>
М --+” 1 М —з+”

Я1.

Л 51П2 7

Г /А + гч + т + (п-^о)^) 

' —п---------------------------------- х
Г т + ,

имеет место оценка

|ел
__сопз1 (И) ■

после-
Легко показать, что матричный оператор бесконечной системы 

(9), (10) вполне непрерывен в гильбертовом пространстве /2 
довательностей {х(пт)}^=_„, со скалярным произведением

(15)

отсюдаЕсли учесть единственность решения нашей задачи, 
вытекает существование единственного решения бесконечной сис­
темы (9), (10) из /2, которое при любых соотношениях между 
шириной ленты и периодом и любых конечных значениях парамет­
ров N, т, т можно получить методом «усечения», полагая, на­
пример, е„ = 0 для п, по модулю больших некоторого М.

Отметим также, что коэффициенты атп, определяемые через 
решение бесконечной системы (9), (10) по формуле (5), не зависят 
от волнового числа. Этот факт при условии нахождения решения 
бесконечной системы (9), (10) (или его асимптотики при т -> со) 
делает возможным построение коротковолновой асимптотики 
решения нашей задачи.

В частном случае, когда число щелей достаточно велико или 
когда они узки по сравнению с периодом, решение бесконечной 
системы может быть получено методом последовательных прибли­
жений. В указанных случаях найдено приближенное выражение 
для подынтегральной функции в представлении (3) с оценкой 
погрешности. Ограничиваясь первым приближением, получим

х”‘' — о™0 = (х(с>т) — о?”) [/% (и) + (и) + (и)] —

— (1 — ®т0) [еГ-1 1 (и) + оГ" («)]> 5 0; (16)
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° “ Р-Л-и) -Л _
?_,(-«)+ *М-“> + 0

х 5 1^^п<“Н^71(“) + еп,<“)]
---------, (17)
X Е — ЕпГ (“) [рп <“) + Ео^1 (“) + 0„ («)] 

п*0 п

где для величин о5 (и) и 08т° (и) имеют место оценки

|0з («) | < (1 4- |е0|К1 —«);

| бГ’ (Ц) | < ГГГ“9 [ 2 и ~~~2--- 'п (1 + I ти I)], то О', (18)

. * V1 -7 < СОП31 ----

В предельном случае «полупрозрачного» конуса, когда суще-
ствует

Ит(— у 1п 8111^1 = <2, (19)
Д Г -*■ 00 \ ]

из полученных выражений (16), (17) находим явное выражение 
для решения нашей задачи. Это решение может быть представ­
лено в виде

6"р (Р, (?; к)
(1)'"-Н(?<т(9-р<) Г р/7^> (кг0) (кг)

8 I соз лр.
—/оо

/1 \ I
Г I + р — т I I

X —и------------ °о> т> 1х) —
Г / + р + т}

Рт 1 (созО) Рт 1 (со$0о)[1-Рт | (—соз т)12|
и—т- и—у ” М Р—т- 17 I----- 2--------------------—/---------2-------------(0<6<7) (20)

(аналогичное представление для решения имеет место и при 
о л).
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Здесь

Р (в, 0О, т, ;х)
р?_± (с°5в) р?_ 1 (— с°5ео)> о <9 < %■>И 2 2

Р™ 1. (—СОЗ 0) Р™! (СОЗ 0О), 0о < е <
' и 2 2

(21)

? М = 20 Р"~ (“С05Эй <с051) +
, (_|)-т«и г(?+,1+")

2в-!1"’’ ' г(4+._„у

Из этих выражений вытекают следующие краевые условия 
на поверхности конуса в = у, которым удовлетворяет решение 
предельной задачи Сп₽ (Р, ф;/г):

/дОпрУ (дО^ Г
\ дЬ ) ~ \ дв ] ’

(6пр)+— (Спр)~ = —4(2 81П7 (24)

Здесь /+ и означают предельные значения функции / при 
6 = I ± 0 соответственно. Заметим, что условиями (23), (24) 
вместе с уравнением Гельмгольца и условием на бесконечности 
функция 6пр (Р, (2; к) определяется однозначно.

Выражение (20) может быть переписано также и в другом 
виде. Интеграл по отрезку (—г'Р, /Р) мнимой оси заменим на 
сумму интеграла по дуге полуокружности радиуса Р, лежащей 
в правой полуплоскости, и вычетов относительно полюсов 
подынтегральной функции, попадающих в соответствующую об­
ласть. При Р -> со интеграл по полуокружности стремится к 
нулю, и мы получаем представление для решения предельной 
задачи, не содержащее интегральных членов (О<0<-():

Опр (Р, С; к) =

1 (СО5 0) Рт НСО50О)
2 ___________ г/~ 2________

Л?
йг

(кг) 
соз т:г;-

(25)
Решениедляг>г9 получается в результате перемены мест г иг0 в 

выражении (25). Здесь г/ = р./ + §/, р./ (/ = 1, 2, ...) —корни 
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функции Рт ] (созД, лежащие в правой полуплоскости комп- 
Iх - 2

лексного переменного [т; функция с? (г) определена формулой (22), а

(—1)т+‘

у + И)— т
2<2л 81П2 1 '

соз я/ Г [х -|- /п I

1 (- с°5 7) рт 1(СО57>
И/~ 2 2 ~ 2 г=г,-

х

>ф+«(-г)]- (26)

В заключение отметим, что важным частным случаем рас­
смотренной выше задачи является задача о дифракции на пло­
ском экране в виде угла произвольного раствора (в частности, 
задача о дифракции на полуплоскости).
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Кольцевой спирально проводящий волновод является упро­
щенной моделью секционированного спирального волновода и 
представляет собой бесконечную периодическую последователь­
ность одинаковых аксиально симметричных колец, стенки кото­
рых бесконечно тонкие и идеально проводящие в спиральном и 
непроводящие в перпендикулярном к нему направлении. Подоб­
ные волноводы, по-видимому, впервые были рассмотрены Доддсом 
и Петером в работе [1]. Позже В. С. Михалевский и Д. Н. Вене- 
ровский экспериментально показали, что в секционированном 
спиральном волноводе могут существовать медленные волны и 
что такие замедляющие системы удобно применять в генераторах 
бегущей волны [2]. Кроме того, секционированный спиральный 
волновод может быть применен как передающая линия, близкая 
к сплошному волноводу и обладающая большей дисперсией по 
сравнению с кольцевым и спиральным волноводами. В связи с
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