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получается путем перехода от изображений (П. 4) к оригиналу с учетом второго и 
третьего членов в правой части выражения (п. 6). В результате находим
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Подынтегральное выражение для интегралов /3 4 имеет те же полюсы, что
Вычисление интегралов /3 4 приводит к следующему результату:
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Второй член в правой части выражения (п. 9) соответствует установившемуся 
процессу.
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АНАЛИЗ СИСТЕМЫ С ПЕРЕМЕННЫМИ ПАРАМЕТРАМИ

В. А. Третьяков
Киев

При решении конкретных инженерных задач в различных областях 
радиотехники приходится встречаться с системами, которые описываются 
дифференциальными уравнениями второго порядка вида

Л = 0 0)
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гж С(х), Цх), д(х),к(х)—некоторые непрерывные в фиксированном ин
тервале функции, описывающие заданную систему.

Известно много приближенных методов решения уравнения (1), 
вогда весьма эффективных в связи с использованием ЭВМ, однако соз
дание достаточно простых методов решения дифференциальных уравнений 
с переменными коэффициентами вида (1) является весьма важной про
блемой, имеющей большое практическое значение [2].

Цель настоящей работы — обоснование метода получения решения 
уравнения (1) в виде сходящихся знакопеременных рядов по степеням 
■екоторой функции, зависящей от коэффициентов уравнения (1).

Известно [3], что уравнение (1) можно считать в принципе решен
ии, если найдено хотя бы одно нетривиальное решение однородного 
уравнения

Тх + Н^у = 0- (2)

Уравнение (2) можно [3] привести к системе

I*
<д(х) = ехр | — ^|^рх]; 

яМ’-гаМУгаН

Теорема 1. Система (3) разрешима в квадратурах, если ее общее 
решение взять в виде

у(х) = Сгр (х) р (х) 4- С2г(х)сйг(х);
(4) 

г(х) = С3р(х)сйр (х) 4-С4г(х) зйг(х),
ГЖ Сг, С2, С3, С4— константы, а р(х) и г(х) — некоторые функции, под
лежащие определению.

Для доказательства подставим решение (4) в систему (3). Тогда 
■случим

зЬр ^4-рсЬр^4-сЬг ^4-гзЬ г~х = СрсЪр 4- <?гзйг; (5) 

&Р^х + р&р^х + 8кг^ + ГСЪг^х = ЯрзЪр + КгсЪг,

Г*Р = Р (X); Г = г (х); <2 = <2 (х); /? = /? (х); С4 = С2 = С3 = С4 = 1.
Учитывая, что общее решение (4) для у(х) и г(х) представлено как 

сумма двух частных линейно независимых решений, систему (5) можно 
записать в виде

8Йр^4-рсйр^ = <2рсйр;
. . (6)

СЬрТх+Р^Р1Гх =

■ '

ей Г 4- г зй г ~ = о Г 8Й г,ах 1 Лх
Лг Лг8Й/-^4-ГСЙГ = ЯгСЙЛ

4 моо
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Пусть р (х) #= 0, г (х) Ф 0, тогда системы (6) и (7) примут вид

+ = й 
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Каждое из уравнений системы (8) и (9) с разделяющимися пере
менными. Функции р (х) и г (х) следует определить так, чтобы они удо
влетворяли, во-первых, системам уравнений (8) и (9) и, во-вторых, чтобы 
частные решения (4) были линейно независимыми.

Этим условиям будут удовлетворять
Фр-с!ЬрДр = (Ю)

. р ах ' '

Искомые функции р(х) и г(х) могут быть найдены из уравнений (10) 
и (П).

Теорема доказана.
Интегрируя уравнения (10) и (11), получим [4]

П=1
(12)

_1 4-22,4- У (~1)"+124п ог2П-1 = п/н
Г + зг + (2п—1) (2п). (13)

где Вп — числа Вернули [4],

Л(х) = ЙС(х)-/?(х)]йх+С; (14)

Г>(х) = ПЗ(*) + Я(х)]^ + С;

0 < р (х) < у 0 < г (х) < у.

В левой части уравнений (12) и (13) имеем [5] ряды Лорана неко
торых аналитических функций (р) и Р2 (г) в кольце с нулевым внут
ренним радиусом. Чтобы получить решение исходной системы (3) в форме 
(5), требуется из уравнений (12) и (13) явно найти р (х) = [Л (х)] и 
Г(х) = /%[!> (х)].

Учитывая, что главные части рядов Лорана (12) и (13) имеют только 
по одному члену, задача определения обратной функции [6] упрощается, 
но потребуется дополнительное исследование однозначности обратной 
функции.

Так как левые части уравнений (12) и (13) имеют одинаковый общий 
вид, алгоритмы нахождения функций р (х) и г (х) будут одинаковы.

Найдем обратную функцию р (х) = [А (х)] из равенства (12), для 
чего исследуем изолированную особую точку левой части уравнения. 
Так как главная часть лорановского разложения имеет только один
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член с вычетом +1 и Ит/:'1(р) = со, то в точке р = 0 функция (р) 
р-0

ияеет [5] простой плюс. Тогда [6] функция ср (р) = т+— < 1 будет ана- 
____  \р)
логической. Поэтому точка р = 0 правильна для функции ® (р), а ряд 
•Торана для функции Т7! (р) превращается [5, 6] в ряд Тейлора для 
функции ф (р).

Действительно, перепишим уравнение (12) с учетом приведенных 
соображений

1
А (х)

Р

1 + 2 6„Р2п 
п®=1

(15)

Воспользуемся правилом деления степенных рядов для правой части 
уравнения (15). Необходимые условия для этой операции [6], во-первых, 
сходимость рядов, стоящих в числителе и знаменателе, что следует из 
равенства (12); во-вторых, отличие от нуля свободного члена ряда, сто- 
гщего в знаменателе, (&0 = 1).

В круге р</?, где 7? — наименьший из модулей особых точек чис
лителя и знаменателя, в нашем случае нулей знаменателя [5], частное 
ст деления снова представляется в виде степенного ряда

Х75 =------------ = 2
и-2 »У<«>

П=1

Для определения Сп можно воспользоваться [7] соотношением

Е ьпр2п ■ 'Е спрп = р, 
л=0 п=0

(17)

(18)

в которого, сравнивая коэффициенты, найдем

С0Ь0 = 0; Со = 0; (19)
^,= 1; Сх = 1;

СпЬ0 + Сп_+ • • • + С0Ьп = 0.
Система уравнений (19) последовательно разрешается относи

тельно Со, С1Т С2, . .., ибо в каждом новом уравнении новый 
ч.тзффициент Сп входит с множителем Ьо #= 0. Из системы уравнений (19) 
ясно, что все четные коэффициенты Сгя = 0, поэтому уравнение (17) 
■сжно записать в виде

лЬ==п?оС2л+,Р2'’+’- (20)
Уравнение (20) представляет собой ряд Бурмана-Лагранжа [5]. Ис- 

жлъзуя формулу обращения [5], можно найти искомый ряд
р (х) = к^ (х) + к№2 (X) + ... + кт\Ут (х) + ..(21) 
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коэффициенты которого находим [5] по формуле
, 1 Лт~Х / р(х)\'П ,пп\

• (22)

Уравнение (21) однозначно определяет обратную функцию, так как 
для существования однозначной обратной функции [6, 10] необходимо, 
чтобы в уравнении (20) коэффициент Сх 0.

Покажем, что для вычисления коэффициентов кт ряда (21) не тре
буется находить коэффициенты Сп из бесконечной системы линейных 
уравнений (19). Так, подставляя в равенство (22) значение № (х) из 
уравнения (20), будем иметь

. 1 .. <1т-х / р \т
Кт — | ОГЛ ) I — 1 .

т! р-0 <1рт 11 +1р2п+1 I (23)
\л=0 /

Но из уравнения (17) имеем

-- ------2-------- = ! + Ё Ь„Р!".

2 с,«+У“+1 ""
п=0

Тогда уравнение (22) примет вид
1 Ит~1 / ”. \т

(24)

или после преобразования получим

МпГ (25)
т1 р-0 <1р \п=0 /

где = Ьп-, §2п+\ = 0.
Коэффициенты Ьп определяются равенством (16).

Производную в правой части уравнения (25) можно вычислить [11] 
явно с помощью формулы

*.=4 Е ”(" ~11 ■ - Л4.1 г "• (&)- а,)- ■ ■<26)
та1.а„а3... °1‘ аг> аз’- • • •

где
ах + 2аа + За3 4- 4а4 + ...<=•’ т — 1.

Аналогично из уравнения (13) получим искомый ряд для г(х)
г(х) =/гх5(х)+/г252 (х)+...+Лт8т(х)+ ..(27) 

где

5 (X) = п7Т = т------------ --------------• (28)Я(г(х) + К(х)И* + С 4 ’

Коэффициенты ряда (27) определяются по формуле

где
а\ 4- 2аг + За3 -]-... = т — 1; = 1; /2п-ц = 0;

,._= я_
‘а 3’ ,гп (2п — 1) (2«)| Оп
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Для коэффициентов кт и Нт можно составить таблицы, что значи
тельно упростит вычисления при анализе систем с переменными пара
метрами.

ВЫ ВОДЫ

1. Предложенный метод получения общего решения однородного диф
ференциального уравнения второго порядка с переменными коэффици
ентами не требует разложения коэффициентов уравнения в ряд.

2. Решение получено в форме, удобной для анализа и синтеза ра
диотехнических устройств.

3. Коэффициенты рядов для р(х) и г(х) получены в общем виде и 
могут быть рассчитаны на ЭВМ. При этом, как следует из равенств 
(26) и (16), а также (29) и (30), коэффициенты кт и кт определяются 
через знакопеременные сходящиеся ряды (12) и (13), что упрощает на
хождение остаточного члена [8, 9].
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О ЛИНЕЙНОМ КОДИРОВАНИИ РАДИОИМПУЛЬСНЫХ СИГНАЛОВ 

Л. М. Краснов
Севастополь

С развитием технического прогресса повышаются требования к на
дежности и точности передачи дискретной информации. В связи с этим 
интересен вопрос о применении линейного кодирования радиоимпульс
ных сигналов.

Известно [1, 2, 3], что линейное кодирование эффективно при малой 
корреляции спектральных характеристик сигнала и помех. Так как 
спектр радиоимпульса 50 (ш) неравномерен, целесообразно рассматривать 
линейное кодирование при наличии в радиоканале аддитивного белого 
пума.

На рис. 1 дана блок-схема радиоканала с линейным кодированием 
■ декодированием. От источника радиоимпульсов 1 сигнал поступает на 
■ход кодера 2- На выходе кодера энергетический спектр .сигнала 5Х (ш) =


