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Тонкостенные трубчатые электронные потоки широко применяются 
в- различного рода электровакуумных приборах. В связи с этим им 
уделяется большое внимание и в теоретической электронной оптике [1]. 
Разработан общий подход к решению подобного рода задач механики 
на основе построения инвариантно-групповых решений управляющей 
системы уравнений [2—4] или использования в качестве независимых 
переменных траекторий частиц потока [5—6]. Однако эти методы весьма 
сложны при практической их реализации и ограничены по классу тра
екторий, к которым они могут быть приложимы.

Для целого ряда трубчатых потоков можно разработать сравни
тельно простой метод последовательных приближений, который приво
дит к системе интегральных уравнений или к системе обыкновенных 
дифференциальных уравнений, допускающих численное решение на 
современных электронно-вычислительных машинах известными методами 
численного счета. Вся задача разбивается на следующие этапы. Вначале 
исследуется исходное приближение к искомому решению, в качестве 
которого используется решение для бесконечно тонкого потока. Пред
положения о бесконечно малой толщине стенки потока позволяет ис
ключить одну из независимых переменных и для случая симметричного 
потока свести задачу к решению системы обыкновенных дифференци
альных уравнений. Конечная толщина потока учитывается методом по
следовательных приближений по малому параметру — отношению тол
щины потока к его протяженности.

Настоящее сообщение . посвящено первой части задачи — сведению 
исходной системы дифференциальных уравнений в частных производных 
к системе интегральных уравнений для нескольких функций, каждая 
из которых зависит от одной и той же переменной — расстояния вдоль 
траектории. Рассмотрены две геометрии потока — трубчатый цилиндри
ческий и плоский слоистый потоки.

В качестве исходной используем гидродинамическую систему урав
нений нерелятивистского потока

уэц = 0;

V? = —4"Р, (1)
где V — вектор скорости элементов объема;

Р—плотность заряда электронов и ионов;
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Е = —V? — напряженность поля пространственного заряда электронов 
и ионов;

о

Е — заданное электростатическое поле внешних источников.
Предполагается, что на некоторой гладкой поверхности заданы тра

гичные условия для величин V, р, Е, ср. Вместо третьего уравнения сис
темы (1) ниже будет использоваться его решение

= (2)
V,

где Уо — область пространства, занятая зарядами
/? = V (х —х')2 + (у — у')2 + (г — г'р (3)

х', у', г' — переменные интегрирования).
Для случая плоской симметрии можно считать

пг = 0; Д = 0.
’ дг

Предположение о бесконечно тонком потоке дает
р = ро(х)8[у±/(х)], (4)

если поток симметричен относительно плоскости у = 0, или
Р = Ро (*)  = МУ ± /1 (*)].

если он не симметричен. Далее для простоты анализа будем исполь
зовать соотношение (4). Обобщение на случай несимметричного потока 
не представляет трудности, однако несколько усложняет выкладки. С 
учетом (4), соотношение (2) удобно представить в виде

<Р = <Р+ + <Р_, (5)

где

: Ф±=Х I йх'р(х')Я± (х.х'.у).
* *,<*>

Здесь х(]й) и Х24>—начало и конец к-й петли тока. удобно опреде
лять для ограниченного вдоль г (| г | < Е), но достаточно широкого по
тока

где
гг = V(х —х')2Ч- (У ± У (х)2-

Для этого случая
К ± (х, х', у) яы 2 А г ей

Г1
С учетом соотношения (4) уравнение непрерывности можно представить 
в виде

Ро(х) = (0) Щ)
ро(0) ъх(х,у) \у=1м'

На линии тока при у = /(х)
о» = о*̂/(х);

д , д а
, * дх ■ у ду <1х
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Это позволяет уравнение движения привести к виду с обыкновенными 
производными. Однократное интегрирование их дает

(0) е с °
■о------2“ = ~ 7Г Р Ех ах +

4-4^4/х $ с1х'?0(х')
0 I. к. ± (О 

Х1

Цх — х')
Д2 + (х —х')2 + [/г(х) ± 4(х-)]2

^(°>
2 2 (Х-Нх)) +

д [Л (х) ± (*')]
Д2 + (X — х')2 + (х) ± !к (х')]а

где суммирование вида означает, что необходимо взять сумму выра
жений со знаком (+) перед под интегралом и со знаком (—).

Траектория электрона определяется соотношением

0 °х\х' I )) (9)

где ух(х,[(х)) и уу(х, /(%)) определяются уравнениями (7) и (8).
Для случая аксиально-симметричного потока используем цилиндри- 

чеакие координаты (г, г, ф) и считаем, что зависимость от угла ф соот
ветствует Пф = 0, V = 0.

Соотношение (4) перепишется следующим образом:

Р = Ро(г)Цг —Да)). (10)

Решение (2) для этого случая можно представить в виде

,(*)

<&'?о (И/ (г') - (г, г, г', г') р=нг').
к (к) (Н)

где
2Л
|’ Л Х=1

0

(к) (к}?1 и г2 определяют начало и конец 6-й петли тока. Траектория 
жения электрона определяется соотношением

/(г) = г(0)+Уй2^^1,
0 °г аг

2А
У Ъё — 

*=о

[(4п - 1) (2п - 1)]!!
(8л2)!!

2гг' Т2П-1-1

дви-

(12)
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•де сг (г) и уг (г) определяются как первые интегралы уравнений двИ' 
жения:

Ег + т.% У б/г'р0(г')/(2') х 
к г<*>

5 В. Т. Овчаров. Аксиально-симметричные пучки заданной формы. ДАН СССР,
107 (№ 1), 47, (1956).

6. В. Т. О в ч а р о в. О потенциальном движении заряженных частиц. «Радио
техника и электроника», 4, (№ 10), (1959).

„ 2п+3
г(г —г') у, [(4п - 1) (2л - 1)]!! [ 2/(г)Дг') 1

3. Ъ (8л2)!! I (г- г')2 + р (г) + Р (г5 * 7)] 
[2/(г) / (г')] 2 к=о

(13)

4А) ■ ~
,ЛУ Г ]/Ц_ V [(4л- 1) (2л- 1)]!!
+ (V Ро( V ЛгР(г)Ъ (8л2)!! Х 

2| к =0

X Г 1 _ь л_ п ^8(г)~/2(г')~(г~г')2] Г 2/(г)/(г') ____ 12п+1
[ ;/2'г‘) + ^(г')+(г-г')2][(г-г')2 + /2(г) + /2(г')]

Полученные системы уравнений (7—9) и (12—14) являются иско
мыми. Совместное решение каждой из них дает вид траектории и рас
пределение скоростей на них, т. е. — полное решение задачи при любом 
заданном распределении внешнего поля. Система (7—9) описывает дви
жение плоского потока. Предположение о том, что потенциал простран
ственного заряда не зависит от координаты эквивалентно тому, что 
рассмотрение годится лишь для узкбй полосы потока вблизи плоскости 
2 = 0. Это предположение исключает расходимость интеграла (2) при 
1->со. Для цилиндрического потока к этому приближению нет необхо
димости прибегать.

Рассмотренное приближение тонкостенного потока можно отнести 
к реальному трубчатому потоку только тогда, когда силы пространст
венного заряда, действующие внутри одной и той же стенки, не явля
ются определяющими. Это бывает в том случае, если толщина стенки 
значительно меньше расстояния между стенками для плоского потока 
и диаметра потока для случая аксиальной симметрии.

Системы уравнений (7—9) и (12—14) не поддаются аналитическому 
решению.

Решение их численными методами для заданных конфигураций 
внешнего поля, а также построения последовательных приближений 
применительно к потоку с конечной толщиной стенок явится предме
том последующего сообщения.
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