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где п > 0 — некоторое целое число, при котором т < Ьк. Очевидно, что

< 1. Если Ьк < т, то число п может быть лишь нулем, но тогда — 1,
т. е. получаем условие плазменного резонанса.

Таким образом, максимальное предельное значение потока энергии
следующее:

Игл 5, (П)

Соответствующее выражение для скорости плазменного потока о0* опре­
делится, если подставить (10) в (6) при 8 = 0. Получим

5|2с»
жк»(|т| — уЮУп)

Поскольку т < 0, то направления скоростей модулированного и плазмен­
ного потоков совпадают.

В отсутствии плазмы поток энергии З'т при затягивании щелей стре­
мится к нулю. Поэтому отношение

Чтобы наибольшее предельное значение 8т было действительно замет­
ным, нужно, чтобы плазменный слой имел необходимую толщину, а кон­
центрация электронов в плазме была достаточно высокой.

В заключение отметим, что все сказанное выше в равной мере спра­
ведливо и для кольцевого волновода. Условие (5) заменяется при этом 
эквивалентным условием

/о(^о)=О. (14)
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МЕТОД ИНТЕГРАЛА КОШИ В ТЕОРИИ ДИФРАКЦИИ

Г. Ш. Кеванишвили
Тбилиси

В данной работе предложен новый метод (который может быть назван 
методом интеграла Коши) для решения отдельных частных задач теории 
дифракции волн.
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При помощи этого метода в первом разделе изложено новое решение 
задачи дифракции плоской Е-поляризованной электромагнитной волны на 
проводящем бесконечно длинном цилиндре с круглым поперечным сечением. 
Попутно излагается обоснование предложенного метода.

Во втором параграфе решена задача дифракции плоской Е-поляризо­
ванной электромагнитной волны на периодической решетке из идеально 
проводящих тонких лент.

В третьем параграфе дается решение задач дифракции на периодической 
решетке из круглых бесконечно длинных цилиндров и на системе, образо­
ванной из двух зеркально симметричных цилиндров. Решение дифракцион­
ных задач третьего параграфа имеет самостоятельный интерес, так как в 
строгой постановке эти задачи пока не решены.

1. Дифракция на цилиндре

Как известно [1], при дифракции плоской Е-поляризованной электро­
магнитной волны на бесконечно длинном, идеально проводящем цилиндре, 
Б круглым поперечным сечением коэффициенты Ат (щ = 0, ±1, + 2, ...) 
рассеянного поля удовлетворяют разложению вида

—г-/асозЕ = ДтЯ^)(а)е/т5, (1)
Ш==—00

где а — ка\ а — радиус цилиндра; ^ = 2теД;Х— длина волны; $ — полярный 
угол; 0 < Ё < 2-гс; коэффициенты Ат подлежат определению.

Прежде чем приступить к нахождению коэффициентов Ат новым ме­
тодом, рассмотрим предварительно более общее, чем (1), разложение вида

-Г(а, 0= Е Ат2т(а, $), (2)
т^—оо

где функции Р (а, ?) и 2т (а, ?) считаются заданными, параметр а > О, 
а В изменяется в заданном интервале действительной оси [$п ?2].

Докажем следующую теорему.
Теорема. Если а) функция Е(щ, 0 аналитична в некоторой замкнутой 

односвязной области {Д} комплексного переменного ни и непрерывна на 
границе Г этой области,

б) ряд

С(®,0= Е 2т(аЛ)/т(щ), (3)
—оо

где произвольная, аналитическая в {О} функция, сходится равно­
мерно; тогда разложение (2) существует.

Для доказательства теоремы представим коэффициенты Ат в виде 
интеграла Коши:

л 1 (4)
т 2т тю — а 7

где Ф (ну) — неизвестная функция, а контур Г охватывает точку ш = а.
Подставляя (4) в (2), в силу условия б) теоремы получаем

' ' 2т Д ш — а
Г
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Это функциональное уравнение по отношению Ф (да), которое, согласно 
условию а) теоремы, имеет элементарное решение Ф (да) = Г (да, ^)/6 (да,;), 
после подстановки которого в (4) находим

А _______ Ал г («>, И
т 2я/ д (и? — а) О (а>, $) (5)

Простой подстановкой убеждаемся, что (5) удовлетворяет разложению 
(2) и действительно является его решением; таким образом, теорема доказана.

Пусть теперь функция 6 (да, В) в точках да = да, (х= 1, 2, ... , IV) 
обладает нулями целого порядка, а точки да = да^ (р. = 1, 2, ... , М) являются 
точками ее ветвления, тогда, когда контур Г охватывает все указанные 
выше, точки, вместо (5) получаем

Ат^-Гт<^ 5) + ^КезС(да„ 0 + 

’ ,=1

+ (1/2ш) С*  ф (да, ;) йда, ' (6)
н=1 1 .

где через (да, $) мы обозначили подынтегральную функцию в (5), а — 
разрезы, проведенные в плоскости да для выделения однозначных ветвей 
подынтегральной функции.

Помножим теперь обе части (6) на функцию О (а, $) Тт(а, $), где 
ЛЛ 0. причем 2*  (аД) комплексно сопряжена с 2т (а, $)
функцией, и проинтегрируем полученный результат по $ от до ;2> после 
чего найдем

Е,
Г/(в, 9 Тт(а,№

Ат = ------------------------Ь .
10(аД)Тт(аД)Л

С1
■ Е,

+ -- --------- 2_------- 2^6 (а. Э Тт (а, $) X (7)

0(«. еугт(а. 8)<й

X Кез(2(да,, $) йг +
М Е,

+ I С(а’ ^Тт(а< [С 4)Йда1$ .

р-“1 Е, С±

Необходимо одно замечание, необходимое для дальнейших расчетов: 
в конкретных задачах дифракции параметр а пропорционален характерному 
размеру дифрагирующего тела, причем при беспредельном уменьшении этого 
размера эффект рассеяния от него ослабляется и при а = 0 исчезает совсем; 
следовательно, решение (7) должно быть подчинено условию

Нт Ат = 0. (8)

Полагая, что подынтегральные функции Г (а, -), Тт (а, и /т (а) 
остаются конечными при а 0, условие (8) будет соблюдено, если в (71 
6 (а, 5) -> ос при а 0.
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Действительно, предполагая, что подынтегральные функции в правой 
части (7) непрерывны по отношению к переменной 4, согласно теореме о 
среднем значении, будем иметь

е,
У о О Тт (а> &) = 0 (’’ -о) Тт (3- ’о) (’2 — ’1) -*  00 при а -*•  0;

е,
У О (а, $) Тт (а, 4) Кез (? (а»„ ?) —

= О (а, 40) Тт(а, $0) Дез С (а>„ ;в) (ц — ;х) сс при а -> 0;
Е,
У О (а, 5)Тт(а, $) [{ <2 (ВУ, ;)^]й; =

С±р-

= С (а, 50) Тт (а, е0) [( Ц (х, ;0) <&’] (ц — ;г) -> со при а -> 0.
с±

(’1 < ^0 ^«)

Теперь легко убеждаемся, что в правой части (7) при а -> 0 исчезает 
только первое слагаемое, второе остается ограниченным и условие (8) уже 
не будет выполнено. Деформируя теперь в (5) контур интегрирования таким 
образом, что все нули и особые точки функции О (х, 4) оказались вне его, 
вместо (7) имеем

е, е,
Ат = Чт (а) У Р («, 0 Тт (а, ;) Л- / ( 0(1, I) Тт.{1, $) (9)

В силу произвольности функции ^т(х) выражение (9) не дает нам 
однозначного определения коэффициентов Л„: в связи с этим возникает 
естественная задача об однозначном представлении этих коэффициентов и, 
следовательно, разложения (2). К решению данной задачи мы и переходим 
сейчас.

Помножим обе части равенства (2) на введенную выше вспомогатель­
ную функцию Тп(1, ;), где п — произвольное целое число, и проинтегри­
руем полученный результат по 4 от до ц. В предположении справед­
ливости изменения порядков интегрирования и суммирования в правЪй 
части (2) получим

<₽„(«) = V лт,утя(х), (Ю)
Шак—Ж

где
Е,

Ф„(х) = -У>(х, ')Тп(а, (11)

Е,
Ут„(з)= У2т(«,;)Т„(х,0^. (12)

Е.

В дальнейшем назовем (10) усредненным разложением л-го порядка, 
которое сопоставляется с основным разложением (2). Обозначим далее 
через А("> решение усредненного разложения (10) и будем искать значение 
коэффициентов Ат из (9) среди коэффициентов Л^(.

При построении аналитической формы для коэффициентов Л^ мы 
должны руководствоваться тем, что при <рл (а) = 0 коэффициенты Л^ также 
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должны быть тождественно равны нулю. С физической точки зрения это 
естественное требование соответствует тому очевидному факту, что при 
отсутствии падающего на препятствие первичного излучения (т. е. при 
<рп(а)=0) должен отсутствовать и эффект рассеяния (т. е. Л^О).

После этого замечания представим коэффициенты в виде интеграла 
Коши:

_ 1 г,ф.Мт.<»)
т и/ — а ' '

г

Подставляя (13) в (10) и предполагая, что функция <р„(а») аналитична 
внутри контура Г и непрерывна на нем, а также, что ряд

6(ш)= Ё Утп (а) Фт М (14)
ГЛ ив— оо

сходится равномерно внутри и на границе Г, для функции Фп (и>) находим 
Ф„ И = — Фл И/0 И-

В предположении, что Ит<рл(а)<оо и Нт6п (а) = <х> из (13) на- 
а-*0  а-»-О

ХОДИМ
4? = “Фп (а) Фт (а)/°п («)• / (15)

Учитывая далее, что
оо Е, Е,

Сп(а)= 2 [12т(аЛ)Тя(аД)^]фт(а) = ]01(а, Е)Т„(аД)Л, 

т--~ Е, Е,

где
01 (а, &) = т Д. гт (а, 0 фт (а),

выражение (15) перепишется так:
Е, Е,

4Л) = -Фт («).( Р (а. У Тп (а, $) / У Ох (а, 5) Тп (а, $)
Е. Е,

При п. = т это выражение совместно с (9) является решением основ­
ного разложения (2), и для однозначного представления его следует по­
ложить Ат = А(™\ т. е.

е,
М«)=Фт(*)  = р(а,$)Тт(а, $)^.

Е«

Теперь задачу об однозначном представлении разложения (2) можно 
считать решенной.

Вернемся к разложению (1), где

Р (а, 0 = 2т (а, 9 = Н™ (а) е"*  1

и следовательно, - *'"■
* . --у?,. .-V ♦. ,

0(а.0= 5 /п(а)Я^»\
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Выбрав в качестве вспомогательной функции Тт($) — е~'т' и положив 
$1 = 0 и ; = 2и, находим

/т(а) = -/ 6-^-'^^ = —2Лт(а);

1 : • 0
У О (а, 0 Тт (5) (К = 2 Ц (а) Я® (а)) е‘^ 41 = 2^ (а) Я® (а)

С Пв.— 00 О

и, согласно (9), получаем известное релеевское решение (1):
Лт=-^т(а)/Я®(а).

Дифракция на решетке из лент

Рис. 1. Металлическая решетка из лент: 
2а — ширина лент; й — период решетки.

^-2

X

^0

■1

^2 У

-}2а1~- -О'—!

Рассмотрим теперь задачу дифракции плоской ^-поляризованной элект­
ромагнитной волны на периодической решетке из идеально проводящих 
тонких лент. На рис. 1 пока­
зана выбранная система коор­
динат и расположение в ней 
решетки.

Набегающая плоская вол­
на Е1 — е'кх на поверхностях 
лент возбуждает токи, стано­
вящиеся источником переизлу- 
ченной волны, г-я компонента 
напряженности электрическо­
го поля которой равна

—1кК«1, х, у, у', г, г') 
——-------------- 7----------г-4г

К(Ч,х,у,у',г,г) (16)

где С — некоторая постоянная; V = д—номер ленты; 4 (у')— плотность 
поверхностного тока на ленте; х, у, г — координаты точки наблюдения; 
у', г' — координаты точки на ленте с номером V = д = 0; 2а — ширина лент;

К (<?, х, у, у', г, г') = (х8 + \у—у' — д4)г + (г — г')*] 1'2;
й — период решетки.

Принимая во внимание, что

е-^- 4г' = /кЯ® 4- (г/—/ — д4)*)  
— 09

и учитывая равенство

Е у + (!/-/-<?</)’) = 
-ьо
“ я™*"-  (у — у*)  — 2п \ х\сГ1 Ут*  — О’ .

1

(Я === Я/Х, X — длина волны) вместо (16) получаем
“ ^тй-}у _ 2« | ж I <Г ’ /т2-О2

“ 2а /т*  — Г»2
Шив—«« г

' I ’ :

А '

(17)
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где
. +<»

Ат = —1Ск ] Лу') йу’.
—а

Воспользуемся теперь граничным условием на поверхности ленты: 

Ег + Ег = 0 при у = у' и х = 0,
тогда Ат должны быть коэффициентами следующего разложения:

\~Ч Л2кта<1—4
->= 1 А-у^- "8)

т«-—оо г

($ = у'/а, —1 < $ < 4*  1)

Сравнивая (18) с (2), устанавливаем, что в рассматриваемом случае
00

Лат? ЛалЕ
/ Г(а,Е)~1, 2,т = -У...... =, О (а, Е) = V 7 («) -ет Ут2 —О2 ' ' Х ’Уп2 — О2

(а = 2кай-1)

Выбрав теперь вспомогательную функцию в виде Тт (а, Е) = е~‘тх\ по­
лучаем

+1
Гт («) = ] Р («. О тт (а, Е) ЙЕ = У ------2 ;

е, -1
- +1

] О (а. О Тт (а, Е) ЙЕ = ( е^т~^ =
Е, -  ------- У п и -1

■Л . = - У /л(а)81П[(П —от) «]
° (л-от)//?=р5

и, согласно (9), окончательно
д _______________(81П (аот)/от)г
Лт ~——————.

а 81~п (дот) уч 81П(аз) 8Ш [(5 — от) а]

от Ут2 — О2 8 (а — т)У$2 — О2
8= — о*
5+0

Заметим, что из выражения поля (17) следует, что амплитуды дифрак­
ционного спектра рассеянной волны выражаются как

В^т 
м .... —' - - -

/от2 — Р2 . ,
а 81П (аот)

ОТ

(81П (аот)/от)*

81П (аз) 81П [(8 — т) а] 
8(8 —ОТ)/? — 

■8=^*оо
5+0

откуда коэффициент отражения (7?) решетки по зеркальному лучу 
’ иметь следующий вид:

^ = В0-----------------
•, 1 + ЙР

(19)

будет

1

УЧ 81П2 (Д8)

82/8« —О2

(20)
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На рис. 2, 3, 4 приведены кривые зависимости модуля коэффициента 
отражения | К | от параметра О при различных отношениях 2а//1, заимство­
ванные из работ [2, 3]. На этих же рисунках жирными точками нанесены

Рис. 2. Зависимость коэффициента отражения от О (2 при 
половинном заполнении решетка).

результаты, вычисленные по формуле (20). Сравнение наших результатов 
с результатами цитированных работ, в пределах графической точности, 
указывает на хорошее согласие между ними.

Рис. 3. Зависимость коэффициента от­
ражения от О при 2а/<1 = 0,65.

Рис. 4. Зависимость коэффициента от­
ражения от О при 2а/<1 — 08.

Интересно отметить, что при О = т, т. е. когда в рассеянной волне 
рождается новая, распространяющаяся по оси х, без затухания, гармоника, 
ее амплитуда, как это следует из (19), равна I Вт I — зт ат/тл (т=О).

3. Дифракция на решетке из цилиндров

В работе [6] показано, что при падении плоской звуковой волны на 
периодической решетке из бесконечно длинных и мягких цилиндров круг­
лого сечения дифрагированное звуковое пате давления р (л) выражается как

У(г)= 2 I АтНт (^«) “Р ("Яфс), 
<7«=—-м »

где Ат — неизвестные коэффициенты; д — номер цилиндра в решетке, смысл 
величин г9 и <рв можно усмотреть из рис. 5, Н^{кгд)—функции Ганкеля; 
к = 2к/X; X — длина волны в однородной среде, в которую погружена 
решетка.
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Граничное условие, которому удовлетворяют коэффициенты, имеет ви

Е АтН^^)е^+ Е Е (кг®}) ехр (1т$\ (21) 
т——* <7==—оо т=—оо

о^О
где а = ка-, г(°} = (а2 4- <?2<Р — 2ад<1 соз $)1/2; а — радиус цилиндра; 0 < $ < 
< 2тс; а — период решетки; значение угла ^0) указано на рис. 6.

Усредненное разложение порядка п, которое сопоставляется с разло­
жением (21), имеет следующий вид [6]: 

(22)

где р == кс1', Зп (а) — функция Бесселя;

' гтп = ‘т~п Е
()=3— 00

Коэффициенты фигурирующие в (22), находим по формуле (15), 
где

фл (а) = ГЗп (а); 0„ (а) = [Н™ (а) + (а)] <р„ (а);

О*  (а) = Е ^ (₽)/„,(«). (23)
ГПся —оо

' Полагая теперь в (15) п = т, получаем с учетом (23)

Ат----------------------------- . (24)
^,(а)+(-1)го Е Е 

(7■■—ос 5«я—00 
<7*0

Применение теоремы сложения о цилиндрических функциях (7]

Е (“1)5<(«)Я^т(М«=(-1)'пЯ», [Ма + д4)] (а = М 
$=- - 00

приводит (24) к более провтому выражению

4»=---------------(25)
\ . ' Е (9<1 + а)1

в—00 
17^0
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В заключение заметим, что формула (25) справедлива и в электроди­
намической задаче дифракции плоской Е-поляризованной волны на решетке 
из идеально проводящих цилиндров при условии, что й = о>]/7ё, где е и ц 
электрические параметры среды, а <о — частота поля.

Дифракция на двух зеркально симметричных цилиндрах

, Если на два зеркально симметричных цилиндра нормально падает 
плоская Е-поляризованная электромагнитная волна, рассеянное поле можно
представить в следующем виде:

т^Ат{Н^ (кг)е‘^ +

+ Н™ (кг^е1™?'}.

Значения г, <р, гг и ф! показаны на рис. 7. 
Можно показать, следуя предыдущему 
параграфу, что усредненное граничное 
условие снова выражается соотношением 
(22), где теперь

симмет-2 — 1т~пН^ (к(1) Рис. 7. Система из зеркально
тп т~п ’ речных цилиндров.

причем, д, — расстояние между осями
цилиндров и следовательно, искомые коэффициенты Ат поля 
жаются как

А _ _________ _____________
т Н^(ка)+ .4 (а+ </)]’

выра-

(26)

(а —радиус цилиндра).
Заметим, что второе слагаемое в знаменателе этого выражения соот­

ветствует эффекту взаимодействия цилиндров, который при с! -> со исчезает 
и выражение (26) переходит в известную формулу Лт = —Iя’/т (ка)/Н% (ка) 
для одиночного цилиндра.
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