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Отсюда следует, что , . „
т1) = -«)2Ж г)); ■ ■ -Ж

I ■- д,,В(;, 7]) = -(х;гво, 7!), '

а величины х{,2 с учетом (16), (9), (6) определяются соотношением
д2 /,2 2.2______________________-

. изд
Соотношения (19) представляют собой неизвестные в (15) и (16) соб­

ственные числа, а выражения (15)—(19) определяют искомые функции 
Л(?, 7]) и В(1, 7]).

Выражения (18) и (19) не противоречат исходным предпосылкам (4) 
в случае малости коэффициентов связи. Действительно, пренебрегая в соот­
ношениях (19) коэффициентами связи, находим

, I (20)

При выполнении условия (20) выражения (4) и (18) совпадают.
Таким образом, объединяя результаты метода связанных волн и метода 

нормальных волн при знании коэффициентов связи, параметров исходных 
систем и вида функции и /2> можно довольно просто найти постоянные 
распространения, а также определить изменение структуры поля в системах, 
вносимое связью. Степень точности при этом зависит от точности, с кото­
рой заданы исходные данные, включая коэффициенты связи.
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РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ ДИФРАКЦИИ НА УСЕЧЕННОМ ЦИЛИНДРЕ 
ВАРИАЦИОННЫМ МЕТОДОМ С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ 

АППАРАТА /г-ФУНКЦ^Й

В. Ф. Кравченко, В. И. Цолевой, В. Л. Рвачев
Харьков

Пусть на бесконечно длинный идеально проводящий цилиндр радиуса /?, 
усеченный плоскостями г= ±а, падает плоская волна, направление рас­
пространения которой перпендикулярно оси цилиндра и составляет угол а
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с осью х (рис. 1). Тогда пространственная задача дифракции сводится 
к двумерной задаче в плоскости хг, а электромагнитная векторная задача — 
к двум скалярным краевым задачам для различных направлений поля-

ризации.

1. Случай Е-поляризации

Искомое поле представим

Для компонент поля в данном случае

Е = (0, и, 0); Д = —0;/ор. \ аг дх/

Поле падающей волны единичной амплитуды 
имеет вид

ы0 = ехр[—;7г(хсо5а + гз1па)]. (1) 
в виде
' и = и0 + ир(х, г), (2)

где ир (х, г) — поле, рассеянное в результате дифракции.
Поле ир должно удовлетворять следующим условиям:
а) волновому уравнению

Дир + к2ир = 0 в области 2; * (3)
б) краевому условию

^р 1г ~ 1г’ (4)
в) условию излучения в двумерном случае

= 0; (5)

г) условию ограниченности энергии в любой 
чая окрестность ребра.

Следуя работе [1], точное решение будем 
искать в виде

конечной области, вклю-

—1?/ ф(-г~; Г-^—}ехр1'/гугхг + г2, (6)

где 7^,1 — неизвестная функция;

ш (х, г) — координатная функция, удовлетво­
ряющая условиям ш (х, г)/г = 0; ш (х, г) > 0 во 
внешней области 2;

ш(х, г) = г — 0(1) при г ->■ со.
При таком выборе функции <о(х, г) простой подстановкой нетрудно 

проверить, что пате ир в виде (6) удовлетворяет условиям (4) и (5) при 
любом выборе функции Ф т^— ; т^-—I

\ 1 Н- ю 1 + а) /
■ Для построения функции ш(х, г), удовлетворяющей перечисленным 

выше требованиям, используем аппарат /^-функций [2]. Область 2 может 
быть задана предикатом (рис. 2):

— /1 А1 /г — — (А +7г V /х + —

= 2г2 + х*  — К» — а2 + V (а2-га)2+ (К2—х2—г2)2—2а. (а2—г2) (Я2 - х2-г2), 
где /\=а2 —г’Х) (полоса | г | < а);
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/2 = Т?2 — х2—г2 > 0 (внутренность круга радиуса /?). При таком 
выборе функция Б будет положительна во всей внешней области 2 и равна 
нулю на границе Г.

Для удовлетворения последнему условию ш = г-|-0(1) при г->оо, 
выберем ш(х, г) в виде

. . Г
<0 (х, 2) — -- —
' ' /1+ Р

, 2г2 + х2 — /?2 — а2 + (а2 — г2)2 + (Я2 — х2 — г2)2 — 2а (а2 — г2) (7?2 — х2 — г2)
V1 + 2г2 + х2 — К2 — а2+ V (а2 — г2)2 + (Я2 — х2 — г2)2 — 2а(а2 — г2) (/?2— х2 — г2)

(7)
Легко убедиться, что ш(х, г) в виде (7) удовлетворяет всем необходимым 
требованиям.

Подставляя (6) в (2), для поля и окончательно получаем

и = «о , “о
1 +<о2

-- -—гг Ф (тт~ тт—ехР V х2 ~г г2. (8)

X
1 -|- о) ’Функцию Ф ■р——) ищем в виде следующего приближения:

Ф(,. 2)= ' (9)-
' *+*=о

где Р{ ’> (тД-^) — полиномы Лежандра. I

Поле в виде (8) удовлетворяет граничным условиям и условиям на 
бесконечности при любых коэффициентах С1к в разложении (9). Относи­
тельно условия на ребре можно сделать следующие замечания: так как 
все функции, входящие в (6), ограничены и непрерывны, данное условие
можно представить в виде

Нт р §га<1 ир = О, (Ю)
где р — радиус цилиндрического валика, охватывающего точки ребра.

Смещая начало координат в одну из точек ребра (точку а, ]/ Р2 —а2) 
и охватывая ее валиком радиуса р, убеждаемся, что при р 0 ш — р. Учи­
тывая далее ограниченность всех остальных функций, входящих в (6), 
можно считать, что условие (10) выполняется.

Постоянные С1к разложения (9) находятся из требования наилучшего 
удовлетворения волновому уравнению одним из вариационных методов. 
В данном случае используем метод Ритца в применении к наименьшим 
квадратам [4]. Учитывая комплексность коэффициентов С1к, функционал 
выбираем в следующем виде:

(И)

где Ь (м) — &и + к2и\ Ь (и*)  = Аи*к 2и* .
Вес 1 ф- ш взят для обеспечения лучшей сходимости.
Выделяя в (8) действительную и мнимую часть, получим

и = «д + /мм;

мд = совкгй — (А{кся&кг — В1к&ткг) X
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““ = - зш кг0 + (А1к 81п кг + В1к соз кг) х
(+к=О

*',<(гп;)'>‘(гЬ)’ - О2’

где г0 = х соз а 4- г 81п а; г = Ух2 + г2; С1к = А1к + 1В1к. Учитывая, что 
А (ид 4- шы) = Дид + 1’Дим, функционал (11) преобразуем к виду

[(Л«д4-^д)2 + (Д«и + *Ч) 2]л .
—-------- ------------------------с!х йг.1 <*>

В выражении (13)

(Дид 4- к2и^2 — Г2 4- ^1 Е А* ф« \ +
»+Д=0 1’4-А = 0

« л п п

+ ,Е АтФ5т Л Е ^зт^ип + Ё Ё А1кАзт^1к^зт — 
5-|-т=0 а-|-т=0 Н-*=0  5+т=0

~ , Е Е 2 Е А1кВзт^1к^зт+<+А=0 «4-т=0 <+*=0  5-|-т=0

4- У V Д Д ф ф
* „ ,1г зт‘1к<зт’

1+к=0 «4-т=0

(13)

(14)

. " п л
(Ди. + У^-П-Е, V АА-Р, У ВЛ,~Р, У Л^- 

Н-*=0  1-|-*=0  5-|-т=0

Л Д- п п п
^2 54-щ о ^5т^зт (4?-1 0 + II II +

$+т=0 Н-А=0 *-|-т=0  /-}-&= 0 $-}-т=0

+1+? 0 51 2 Е в1квл^т, ■У (15)
«+*=0 5+т=0 Г4-Л=0«+т=0 Л, •

л п п п

Подставляя (14) и (15) в (13), а затем производя группировку и почлен­
ное интегрирование, получим следующее выражение для функционала:

1 ~ + 5- А1кл1к ~ Е ^1к^1к + 2 Азта5т~ Е ^«т₽5т+ 
1-гк-=Ъ 5-Нп=0 «4-т=0

л л п п
+ /4?=о + В'* В’т) Ъ5т+/+?=о 8Xо{А‘кВ$т ~ В1кА*т} а,кзт' (16)

User

User

User

User

User

User

User

User

User

User

User

User

User

User

User

User

User

User

User

User

User

User

User
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где
, . + ■ •- ■

С = ()]-Г+Т^^; ' - ■' .
2 ’ '

■ "ЯйВ
С С (Ф/л’-Рот: + |т'1*Ф5т) < , С С , , \

■Ьзт = ] ]---------г+^---------- аг, ^т = ] ]-------------------------- ах аг.
2 2 ,•■.,(

Исследуя функционал (16) на минимум по действительной и мнимой части 
искомых коэффициентов, получим '

, А*Т«5т  ,5 Ви&кип = а$т»
. <+*-(> ‘+*=0 .......... . Л:

., .• лЛ1 : #&г-' /I П

2 ^1ка1кзт + !□ ВцЛигет = ?5лГ О?)
<+А=0 (+*=0

Совместное решение системы алгебраических уравнений (17) дает воз­
можность определить действительные и мнимые части коэффициентов С1к, 
а следовательно, и дифрагированное поле.

• 2. Случай //-поляризации

Для компонент поля в этом случае ' ■■../.4?

а: Н = (0, и, 0); Е = к- 0; — -ч- .' . ’ аюе\дх >’ дг] - .. ' > : ? ’

Искомое поле представим в виде .

. и = и0 + М*> 2)- ( ’

Рассеянное поле ир должно удовлетворять граничному условию

, ■ О'/ (18)
Ом |г ОМ [Г '

где ч — внешняя нормаль к поверхности дифрагирующего тела. Кроме того, 
ир должно удовлетворять условиям (3) и (5) и условию на ребре (см. п. 1).

Согласно [1], решение выбираем в виде г

ир = Фо + А [Ф],

(О

ехрёЛ]/ х2

ехр 1к /х2 + г2 — м - 
(1 + <оЗ) Л

где Л[Ф] — линейный дифференциальный оператор;

_  <о ,1 ди0 д<о диа ЭоЛ _ 
(1 4* о>)(1 + ш2) \ дх "Эг Эг/’

(19)

ф■ тР1ц0 __
0

А [Ф] =
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; ш (х, г) > 0 во внешней области 2; ш =

х г

Рис. 3.

Входящая в (19) функция ш(х, г) должна удовлетворять следующим 
условиям: ш(х, г) |г = 0; = 1

= г + 0(1) при г -> со.
Если выполняются все требования, накладываемые на а)(х, г), функ­

ция ир удовлетворяет условиям (3),» (5) и (18) при любом выборе функции 

Ф
Для построения функции ш(х, г) используем аппарат /^-функций. Раз­

делим границу Г (рис. 3) на несколько частей Гр Гр Г2. Нормали к этим 
границам запишутся в виде следующих векторов: 

9
Г, = — /; ч2 = соз <р/ + 31П Ф/ = -^1 + % ]>

—> 
где I, ] — единичные векторы соответственно к осям 
х и 2.

Рассмотрим области
/1 = г2 — а2 > 0 (вся плоскость хг за исклю­

чением полосы 12 | < а);
= х2 + г2 — 7?2 > 0 (внешность круга радиуса К). 

Пронормируем /у и /2 так, чтобы 
^11^/11 = 1- = 1

|г, д'/{ к ’ ^2 |г. (20)

Для этого и /2 перепишем в виде
Л = ^(г2-а2)>0; /2 = ^(х2 + г2 -^2) > 0.

В таком виде функции/1 и/2 будут удовлетворять условию (20). Действительно,
^1 , = 1
2а к

=^1| =2?| =1-^-1 =— ^11 = 
1г, дг |г, 2а |г, ’ д»/ к дг |г{

5/,1 д[2 , • I х2 + г2СО8 ф + ^- 51П <р =---- —
д~<2 |г2 дх х I дг |г2 /?2

Тогда внешнюю область 2 представим предикатом
/■(х, 2) = г?-(/1У42)= 2 1̂ (22_а2) + _^(х2 + 2а_/?2)+

1 4- а[2а

+ а2)2+ 4^ (%2 + г2~ *2)2 ~ (%2 + 22 - /?2)-

Согласно [5], функция Р (х, г) должна удовлетворять условиям
Р(х, г)|г=0; |г= 1; Р(.хл г) > 0 в области 2.

Так как о>(х, г), кроме этих условий должна удовлетворять условию 
ш = г 0(1) при г -*■  оо-, поэтому <о (х, у) следует взять в виде

Г(х, г) 
“-/Ц-ТЧх, г)~ 

ТТ^[^(г2-а2) + 2-^(х2 + г2-7?а) + -

* + (г* ~ °2)а + 4^2 (х2 + г2 - - 2^ - "2)(* 2'+ г2 - Я2)

/ ' 1+г^[1(г2-а2)+^(х2 + ^-^) + ->

Г -*  + У 4?(г2“ а2)2 + (*2 + 22~“ Й (га“ °2){х* + 22“
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Таким образом, поле
Ф ( х ■ г

и — и______ ш°1и° 4- '1+">1 1+ш-' ехо ;к Ух2 + г2 —’0 (1 + «)(1+<и2)+ (1+.шз)-/г ехР1/г|/х +г

---------~т7 ПЛ® (т^- I т^ехр^УТЧ7?] , (22) 
(1+0,3)/, \1 + <» 1+®/ г ]

где <о(х, г) описывается выражением (21).
Учитывая свойства оператора [1], легко убедиться, что поле в виде 

(22) удовлетворяет граничным условиям, а также условиям на бесконеч­
ности. Так как в данном случае ш (х, г) — р при р -> 0, а остальные функ­
ции в (22) непрерывны и ограниченны, относительно условия на ребре 
справедливы те же выводы, что и в п. 1.

Искомую функцию Ф 1 представим в виде разложения по 

полиномам Лежандра
п

Ф(х, г)= V С1кР,
Н-А=О

Для нахождения коэффициентов С1к используем метод наименьших 
квадратов. Выбирая функционал в виде (11) и проделывая последовательно 
все операции, описанные в п. 1, вновь приходим к системе линейных 
алгебраических уравнений (17) с той лишь разницей, что коэффициенты 
в данном случае равны

У" 33 1 + ® 5т 33 1 + <■>
2 2

= (• [ <ГЯ1Г,„ + Нцы _ С Г I--:— ■ л *.
Н&зт 1 + ш или‘, 1кит 1+ш

2 2
[(1 + «>) (1 + Ш2) °1’(С05 ^Го)] ; ^2 = Ь [(1 +ш) (1 + Ш2) (8*П ^Г°)] ’

Н1к = М1к-Ф1к;
М{к = к ( —[соз кг Р1М7Л Рк [ пМВ; 

1к \(1+ш3) /з [ * \1 + <°/ \1+0>/1/
N. к = к[ —

1к ((1 + шз)/! ‘\1 + «>/ й\1 + м/]1

Ф,ь = к [----- -—п- соз кгР, (1-4—') Рк ('»
1к ((1+ш3)/« 1 \1 + м/ • V + и/]]

= Ь!----- -—п зш кг Р. (г4—Рк (тзг-)) >
Т,к ' ((1+ш?)/« +

где ______
г0 = х соз а -3? г з1п а; г = V х2 + г2,

Система уравнений (17) дает возможность определить амплитуду и фазу 
дифрагированного поля, а следовательно, все остальные параметры, харак­
теризующие рассеивающий объект (радиолокационный поперечник рассея­
ния, плотность потока рассеянной мощности, диаграмма направленности 
по мощности и по полю и т. д.).
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УСИЛЕНИЕ ДИФРАКЦИОННОГО ИЗЛУЧЕНИЯ С ПОМОЩЬЮ 
ПЛАЗМЕННЫХ ПОТОКОВ
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Харьков

Идея использования плазмы как активной среды для усиления высо­
кочастотных колебаний известна давно [ 1 ].

Резонансные свойства плазмы способствуют эффективному взаимодей­
ствию ее с быстрыми электронными потоками. Задачи о протекании таких 
потоков через плазменные слои, а также внутри сплошных волноводов, 
заполненных плазмой, многократно изучались в литературе. Они сводились 
к решению соответствующего дисперсионного уравнения, из которого уста­
навливалась связь между постоянной распространения и частотой излу­
чения.

, Рассмотрим также вопрос об усилении с помощью плазменных пото­
ков дифракционного излучения, возникающего при движении заряженных 
частиц вблизи проводящих периодических структур.

В работах [2] и [3] двойная плоская решетка и кольцевой волновод 
возбуждались двумя потоками, один из которых был промодулирован по 
плотности. В сформулированной в работе [2] постановке задача является 
самосогласованной по отношению к немодулированному потоку, который 
играет роль активной среды, способной при известных условиях усиливать 
излучение, порождаемое модулированным потоком в присутствии указан­
ных структур. При этом фазовые характеристики излучения не изменяются, 
а частота его совпадает с частотой модуляции.

Предположим, что потоки заполняют все свободное пространство внутри 
плоской структуры (а = Ь) и что щели достаточно узкие < 1). Также 

потребуем, чтобы выполнялось условие ,

показывающее, что незатухающая гармоника с номером т распространяется 
по нормали к плоскостям решеток.

Формула (4.3) из [2{ написана в предположении, что величина 80 
определяемая согласно (5.9), является вещественной, и поэтому выражение 
Тое‘'1'>ь — 2а0, где Тв находится по (2.7), не обращается в нуль [2].
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