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Введение 

Исследование и управление нелинейными динамическими системами (НДС) относятся к 

числу актуальных задач мировой науки. Таким системам свойственны: диссипативность, 

сильная зависимость от начальных условий и шумов, эволюция и самоорганизация, короткое 

время прогноза, хаотическая динамика [1]. К НДС с хаотическими режимами можно отнести: 

солитоны, лазеры, оптические системы конфиденциальной связи, радиофизические системы 

Кияшко – Пиковича – Рабиновича, Дмитриева – Кислова, Анищенко – Астахова, Чуа и иные 

объекты с нелинейно меняющимися характеристиками [2-4].  

В последнее десятилетие наблюдается рост интереса к хаотической динамике в оптиче-

ских НДС. Пионерской считается работа К. Икеды, описавшего оптическую НДС с запазды-

ванием – кольцевой интерферометр с насыщающимся поглотителем [3]. Генерация и распро-

странение солитонов с заданными характеристиками, появление и управление хаотическими 

режимами в оптоэлектронных устройствах и иных физических системах, нарушение ста-

бильности лазерного излучения – эти и другие процессы в НДС интересны для прикладной 

оптики, фотоники, лазерной физики, радиофизики, телекоммуникаций и других научных на-

правлений [5]. 

Прикладное научное исследование связано с измерениями величин, характеризующих 

процессы и объекты. Модели и процедуры измерения основываются на соответствующем 

величинам физико-математическом описании. При этом очевидны противоречия между 

классической теорией измерения [6], детерминированной в своей основе, и стохастичной или 

хаотической динамикой НДС. Для корректного измерения и оценки результатов измерения в 

НДС авторами этой статьи разрабатывается специальная теория измерений (нелинейная мет-

рология) [7 – 10]. Она построена на ключевых положениях теории открытых систем, дина-

мического хаоса, теории информации, синергетики, методах топологического и фрактально-

го анализа. Теория содержит принципиально новый подход к измерениям и оценке результа-

тов измерений величин в системах со сложной, часто хаотической, динамикой, модели и ма-

тематические инструменты анализа результатов измерения динамических переменных (ДП) 

НДС. Ее задача заключается в измерении ДП и исследовании диссипативных систем. Особое 

внимание в теории уделено измерениям и исследованиям стабильности излучения лазеров, 

как НДС [11]. 

Важным элементом измерений и исследований является модель измерения (МИ). МИ 

(или уравнение регрессии) используется для анализа динамики процесса (или системы) и 

расчета неопределенности (или погрешности) измерений. Составление МИ представляет  

собой задачу, которая должна установить математическую связь между входными величина-

ми (X1, X2,…,Xn) (измеряемыми величинами, и константами) и выходными величинами, 

представляющими результат измерения Y : 

Y=f(X1, X2,…,Xn).      (1) 

где f – функция измерения [6]. 

Сложность задачи составления МИ (1) зависит от количества и связи входных величин, 

необходимости учета влияния шумов на процесс измерения, функциональной зависимости 

выходных величин от входных. Исследования НДС требуют создания специальных физико-

математических подходов к построению МИ. При этом следует выделить одноуровневые 
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МИ одномерных ДП Xi(t) и многоуровневые МИ многомерных величин 1[ ( ) ... ( )]nX X t , , X t , 

характеризующих состояние НДС. 

Цель работы – разработка принципов моделирования измерений в оптических нелиней-

ных динамических системах для обеспечения исследования и управления параметрами сис-

тем такого класса.  

Основные свойства НДС 

Под динамической системой понимают объект или процесс, для которого однозначно 

определено понятие состояния как совокупности значений некоторых величин 

1[ ( ) ... ( )]nX t , , X t  в момент времени t , и задан закон эволюции ( ,  )F X t
 
начального состояния 

1 0 0[ ( ) ... ( )]nX t , , X t  во времени: 1 0 0[ ( ) ... ( )]nF X t , , X t 1[ ( ) ... ( )]nX t , , X t . Динамическая система 

может быть описана дифференциальными уравнениями вида 

1

( )
[ ( ) ... ( )]n

dX t
= F X t , , X t

dt
.     (2) 

Для НДС закон эволюции нелинейный. Анализ публикаций, посвященных исследова-

нию НДС ([12] – [14] и др.), позволяет выделить приведенные ниже основные характеристи-

ки и свойства НДС. 

НДС описываются набором ДП ( )iX t  и констант jZ . Состояние системы в момент вре-

мени t  характеризуется многомерным вектором ( ), ,i jX X t Z t   , где 1...i n , 1...j m . С те-

чением времени значения ДП меняются в интервалах 
min max

i i iX X X  . Границы интервалов 

обусловлены возможностями функционирования системы. Выход значений за их пределы 

маловероятен.  

Слабые внешние воздействия и шумы способны изменить динамику системы со случай-

ной на регулярную, хаотичную, и наоборот. Таким образом, в НДС есть неустойчивые со-

стояния равновесия. 

Эффективным методом исследования НДС является анализ фазового портрета, форми-

руемого вектором состояния ( ), ,i jX X t Z t    и отображающего состояние системы в последо-

вательные моменты времени. В НДС с количеством ДП не меньше трех возможна хаотиче-

ская динамика. Фазовый портрет диссипативной НДС в состоянии хаоса – странный аттрак-

тор (СА), структура СА фрактальна, режим его функционирования неустойчив. Основным 

критерием хаотичности СА является экспоненциальное нарастание во времени малых воз-

мущений. В системе наблюдается «перемешивание», сплошной спектр мощности и убываю-

щая во времени автокорреляционная функция [13]. Исследование аттрактора позволяет оп-

ределить ряд топологических характеристик НДС, которые будут использованы в МИ НДС.  

Экспоненциальное разбегание фазовых траекторий приводит к тому, что измеряемая  

величина может принимать любое значение внутри СА. Если в момент измерения 0t  значе-

ние ДП Xi находилось в интервале 0 0 0 0[ ( ) ( ), ( ) ( )]i i i iy t u t y t u t   , где 0 0( ) ( )i iy t ,u t  – оценка и 

неопределенность измерения Xi в момент времени 0t , то при развитии динамики и появлении 

СА значение будет находиться в границах аттрактора min min max max[ , ]y u y u   , где 

min max min max, ,y , y u u  – оценки и неопределенности измерения минимальных и максимальных 

значений Xi [8]: 
 

0 0 0 0 min min max max[ ( ) ( ), ( ) ( )] [ , ].i i i iy t u t y t u t y u y u        

 

Что в этом случае меняется для задачи обработки результатов измерений? Дальнейшее, 

после момента времени 0t , значение ДП становится предсказуемым в границах СА. 
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ДП ( )iX t  НДС связаны между собой и подвержены влиянию даже слабых флуктуаций. 

Результат измерения ДП может представлять немарковский временной ряд. Примером слу-

жит измерение стабильности частоты лазера, для оценки которой используют дисперсию 

Аллана, указывающую на корреляцию результатов последовательных измерений [15]. Заме-

тим, что входные величины в классической теории измерения ассоциируются со случайными 

величинами [6]. Эти и другие несоответствия подходов и положений классической теории 

основным свойствам НДС были рассмотрены в работе [16]. 

Модель измерения  

Следует разделить МИ отдельных ДП ( )iX t  (МИ ДП) и МИ состояния системы 

[ ( )]iX X t  (МИ НДС). При этом МИ НДС является многоуровневой, подуровнями которой 

служат МИ ДП. При измерении стабильности частоты лазерного излучения ДП являются  

частоты исследуемого 1( )X t
 
и эталонного 1( )X t

 
лазеров соответственно, стабильность (со-

стояние системы) величина 1 2[ ( ), ( )]X X t X t . 
 

Измерение ДП НДС – это многофакторный эксперимент, обработка результатов которо-

го имеет целью получение основополагающих научных данных в виде неизвестных ранее 

математических моделей и их интерпретацию, а не сводится только к вычислению X , 
iX  

или 
X

  [17]. МИ ДП НДС является не только инструментом расчета неопределенности из-

мерения, но и анализа состояния и динамики, прогноза значений ДП, основой для управле-

ния НДС. Поэтому, в идеале, МИ НДС должна учитывать все факторы, влияющие на дина-

мику системы и результат измерения. Авторами предложены следующие принципы построе-

ния МИ. 

1. МИ должна описывать связь выходных величин с входными. 

1.1. Для МИ ДП входными величинами являются ДП ( )iX t , постоянные jZ  и время t , 

выходная (измеряемая) величина – ( ), ,i i jY X t Z t    i=1..n, j=1…m. 

1.2. Для МИ НДС входными величинами являются измеренные ДП ( )iY t , постоянные 

величины и время, выходная величина – ( ), ,i jY Y t Z t    i=1..n, j=1…m. 

2. В МИ должны быть учтены шумы.  

2.1. В МИ ДП должны быть учтены мультипликативные   и аддитивные шумы  . При 

этом мультипликативные шумы   входят в качестве аргументов в функцию эволюции 

( , , )F X t , тем самым учитываются слабые воздействия на ДП. 

2.2. В многоуровневой МИ НДС учитываются только аддитивные шумы  . Мультипли-

кативные шумы   уже учтены на уровне МИ ДП. 

3. Для входных величин ( )iX t  должны быть найдены функциональные зависимости от 

времени ( ) [ ( ), ]i iX t F X t t  .  

4. МИ должны содержать начальные и граничные условия. 

4.1. Для МИ ДП: 0( )iX t , 
min max

i i iX X X  . 

4.2. Для МИ НДС: 1 0 0( ) ... ( )nY t , , Y t , 
min max

i i iY Y Y  .
.
 

5. Сильная зависимость НДС от начальных условий требует учета в МИ значений неоп-

ределенности измерения начальных условий и граничных значений соответственно. 

5.1. Для МИ ДП: 0[ ( )]i iu X t , 
min max( ), ( )i i i iu X u X . 

5.2. Для МИ НДС: 0[ ( )]i iu Y t , 
min max( ), ( )i i i iu Y u Y . 

6. Неопределенность входных величин и шумы рассматриваются как возмущения систе-

мы, ограничивающие время корректности МИ. Хаотическая динамика и экспоненциальная 
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расходимость траекторий СА НДС позволяет утверждать, что корректность МИ ограничена 

временем предсказания fort  [13], значение которого также должно быть отображено в МИ.  

В итоге МИ ДП и МИ НДС соответственно примут вид 
 

 1

0 0 0

min max min max

( ) ( ); ... , ;

( ) [ ( ), ]; ( ), [ ( )] ;

, ( ), ( );

.

i i n

i i i i i

i i i i i i i

for

Y t f X t Z , , Z t

X t F X t t X t u X t

X X X u X u X

t

   


  


  



    (3) 

 1 1

1 0 0 1 1 0 0

min max min max

( ) ( ) ... ( ), ... , ;

( ) ... ( ); [ ( )] ,..., [ ( )]

; ( ), ( );

.

n n

n n n

i i i i i i i

for

Y t f Y t , , Y t Z , , Z t

Y t , , Y t u Y t u Y t

Y Y Y u X u X

t

  




  



     (4)
 

В МИ (3), (4), на наш взгляд, самым сложным является моделирование закона эволюции. 

При этом закон эволюции реальных недетерминированных НДС описать аналитически уда-

ется крайне редко [13]. В некоторых случаях при моделировании НДС систему можно счи-

тать консервативной и для ее описания применяются уравнения Гинзбурга – Ландау или Фо-

кера – Планка [14]. 

Если исследуемая система детерминированная, то время предсказания стремится к бес-

конечности, система устойчива к возмущениям и из МИ (4) исключается мультипликатив-

ный шум ψ. При неограниченном движении ДП в фазовом пространстве из МИ исключаются 

граничные значения и неопределенности входных и выходных величин.  

В случае, когда математически описать процессы НДС невозможно, что в первую оче-

редь касается реальных диссипативных НДС, авторы предлагают использовать «портрет из-

мерения» (ПИ) – графическое и численное отображение результатов измерения ДП НДС. ПИ 

представляет собой фазовый портрет траектории ( )iY t , построенный с учетом неопределен-

ностей измерения [10]. ПИ НДС дополняется матрицей значений входных величин ( )iY t  (4) 

размерности n m , где m – количество измерений ДП в различные моменты времени, и мат-

рицы размерности 1 n  выходной величины [ ( )]iY Y t : 

1 1 0 1 0

0

( ) ( ) ... ( ) ( )

... ... ... ... , [ ( )] ... ,

( ) ( ) ... ( ) ( )

m

i

n n n m m

Y t Y t Y t Y t

Y Y t

Y t Y t Y t Y t

      (5) 

 

Анализ ПИ НДС позволяет определить фрактальную размерность отдельной ДП и всей 

системы, сделать выводы о динамике ДП и о связи их значений без знания аналитических 

решений исходной системы уравнений (2). Могут быть определены точки бифуркации и  

показатели Ляпунова, время прогноза динамики ДП fort , энтропия Шеннона и другие вели-

чины. 

Предложенные принципы моделирования процесса измерений и инструменты анализа 

результатов измерений в НДС, основанные на ключевых положениях теорий открытых сис-

тем, обеспечивают теоретические, модельные и экспериментальные исследования физиче-

ских явлений в оптических НДС. Развитие теории измерений в НДС содействует решению 

широкого круга задач создания и управления оптическими НДС, исследования процессов 

самоорганизации и динамики таких систем.  
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Выводы 

Предложены принципы моделирования измерений в оптических нелинейных динамиче-

ских системах. Примерами таких систем служат лазеры, солитоны, оптические системы 

криптографии.  

Рассмотрены основные свойства нелинейных систем, важные для составления модели 

измерения: интервальность значений входных и выходных величин, хаотическая динамика, 

зависимость от шумов и др.  

Предложены принципы построения модели измерения. Модель измерения, кроме вход-

ных величин, содержит их зависимости от времени и шумов, неопределенности измерения 

входных величин и начальных условий, функции эволюции и время предсказания.  

В случае невозможности математического описания процессов авторы предлагают  

использовать портрет измерения – графическое и численное отображение результатов изме-

рения. Портрет измерения является объектом анализа и источником данных о системе и  

результатах измерения. Анализ портрета измерения позволяет определить значение энтро-

пии, фрактальной размерности, классифицировать динамику исследуемых величин, точки 

бифуркации, показатели Ляпунова, время прогноза и др. 

Представленные результаты обеспечивают теоретические, модельные и эксперимен-

тальные исследования физических явлений в оптических НДС.  
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